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本稿では, 高次元イジング模型における相転移下での大偏差原理 ([B99, BIV00, CP00]) の紹介を
目的とし, [P96]において提案された粗視化等のその理解に必要なことがらを解説する. クラメール
の定理と同様のオーダーを持つ体積オーダー大偏差原理は, (無限体積)ギブス測度のエルゴード性か
ら導かれるが, 相転移下においてはその速さ関数の零点が区間を形成するため, 特にその区間では有
益な意味を成さない. それ故相転移下では, より低次のオーダーの大偏差原理が要請され, そのオー
ダーは, 相転移を支配する (系の)境界のオーダーである表面積オーダーとなる. またその速さ関数
は, 相転移の秩序変数でもある表面張力から定まる汎関数によって与えられ, その最小値は変分問題
を解くウルフ図形によって実現される.
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1 イントロ

高次元イジング模型の低温領域 (d ≥ 3, T < Tc(d))における, 比磁化確率変数MN に対する大偏差
型の評価と, 事象 {MN ≤ m} (m ∈ [−1, 1])上の典型的なスピン配置 (σx)x∈ΛN

に関する結果を紹介
する. ただし, ΛN = (−N/2, N/2]d ∩ Zdに対しMN = |ΛN |−1

∑
x∈ΛN

σxであって, Tc(d)は臨界温
度である. これらの結果は, Bodineau([B99])により十分低温な場合に対し, Cerf-Pisztora([CP00])
により (付帯条件付きではあるが) ある種の臨界温度 T̂ (d)より低温な場合に対し示された. さらに
[B05, B06]により, T̂ (d) = Tc(d)であって低温領域で付帯条件が成り立つことが示された. [B99]に
おいて十分低温に限定せざるを得なかった理由は, 表面張力とＦＫパーコレーションにおけるある
境界条件下での横断確率との関連を導く際にパイエルス型議論を用いるからである. しかしながら,
そのことを除いては [B99]の議論も [CP00]と同じ条件の下で展開可能であって, そのパイエルス型
議論に換えて [CP00]の 3節の結果を用いれば十分低温という条件を外すことも可能である. そこで
議論の見通しを考慮し, 本稿では [B99]に基づいて上述の結果を紹介する. また, [B99, CP00]にお
ける温度領域に関する条件は Pisztoraの提案 ([P96])に基づいているが, それは, [P96]で導入され
た粗視化 (Pisztora’s coarse graining)が証明の重要な鍵となっているからである.
まず低温領域について概説し, 結果を述べるに必要な概念や記号を導入する. これより以後では逆

温度 β(∝ 1/T )を導入し, 温度領域に関する条件は βを用いて表す. +-境界条件と−-境界条件下で
熱力学極限を取ることによって, DLR方程式により定式化される無限体積ギブス測度となる μβ

+, μ
β
−

が得られる. これらの無限体積ギブス測度 μβ
+, μ

β
−は平行移動不変測度であり, FKG不等式の意味に

おいて μβ
+は最大であって μβ

−は最小である. また, ある臨界逆温度 βc(d) ∈ (0,∞)が存在して,

μβ
+ = μβ

− (β < βc(d)), μβ
+ �= μβ

− (β > βc(d))

が成り立つ. このことは, 臨界温度 Tc(d)より高温では一つの相のみしか存在し得ないのに対して,
低温では少なくとも二つの相が存在すること, すなわち, 相転移が起こっていることを示している.
+-境界条件下での比磁化mβ = μβ

+[σO]を取ると,

mβ = 0 (β < βc(d)), mβ > 0 (β > βc(d))
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となるので, 磁化率mβは相転移に対する秩序変数となっている. mβ > 0となることを, 自発磁化が
出現していると言う. ただし, Oは原点を表し, ν[f ]は関数 f の確率測度 νに関する平均を表す. μβ

+

の下でエルゴード定理を適用すると

MN =
1
Nd

∑
x∈ΛN

σx → mβ (n → ∞) μβ
+-a.s.

が分かる. また, 模型の対称性より向きには依らない座標軸方向の表面張力 τβ を考えると,

τβ = 0 (β ≤ βc(d)), τβ > 0 (β > βc(d))

となるので ([B05]), 表面張力 τβ も相転移に対する秩序変数となっている.
低温領域における, 比磁化確率変数MN に対する大偏差型の評価と, 事象 {MN ≤ m}上の典型的

なスピン配置に関する結果について概説する. ここで扱われる測度は無限体積ギブス測度 μβ
+ではな

く, +-境界条件下での ΛN に対する有限体積ギブス測度 μβ
N,+ であることに注意する. 分布の弱収束

の意味において μβ
N,+ → μβ

+ (N → ∞) となることから推測されるように,

μβ
N,+[MN ] → mβ (N → ∞)

であって, [Co86, FO88, O88]より

lim
N→∞

1
Nd

logμβ
N,+ (|MN | ≥ m)

{
< 0 (m > mβ)
= 0 (m ≤ mβ)

が成り立つ. このことより, MN が概ねmβ の値を取る確率が高いと考えられるので, m < mβ に対
し事象 {MN ≤ m}の起こる確率を考える. +-境界条件下では, −-スピンの塊はその境界面で +-ス
ピンと必ず接することから, −-スピンの塊の境界面が大きくなるに従い高エネルギーを有するよう
になり, スピン配置毎には出現確率が低くなる. それ故, −-スピン数の増加に伴うエネルギー増大が
生じる {MN ≤ m}のような事象では, −-スピンの塊の境界面に比較的低いエネルギーが生じるよう
な一部のスピン配置の出現確率が, 事象 {MN ≤ m}の起こる確率とほぼ等しいと考えられる.

(d−1)次元単位球面を Sd−1と表し, 法線ベクトル−→n ∈ Sd−1に対する表面張力を τβ(−→n ) ∈ (0,∞)
と表す. 適当な有界集合A ⊂ Rdに対しAの総表面張力を

Fβ(A) =
∫

∂A
τβ(−→n t) dHt

と定める. ただし, A ⊂ Rdに対し ∂AはAの境界を, t ∈ ∂Aに対し−→n tはAの tにおける外法線ベ
クトルを, dHは (d− 1)次元ハウスドルフ測度を表す. この時, 一定体積の下でのFβの最小値は, ウ
ルフ図形

Wβ =
⋂

−→n ∈�d−1

{t ∈ Rd : t · −→n ≤ τβ(−→n )}

の相似形によって実現される. ただし, t, t′ ∈ Rdに対し t · t′は tと t′のRdにおける内積を表す. ス
ケールをN 倍してΛN と対応するように, T = (−1/2, 1/2]dを取り λ̄β = sup{λ > 0 : λWβ ⊂ T }と
定める. さらに, (Nλ̄βWβ) ∩ Zd内のスピン配置が μβ

−に従い, ΛN\((Nλ̄βWβ) ∩ Zd)内のスピン配
置が μβ

+に従う状況を考え,

m′β = mβ

∫
T
χ(λ̄βWβ)(t) dt
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と定める. ただし, A ⊂ T に対し 1A を A の指示関数とし, χA = 1T \A − 1A とする. 同様に,
m ∈ (m′β,mβ]に対し λmを

m = mβ

∫
T
χ(λmWβ)(t) dt

をみたすように取り, Wβ(m) = λmWβ と定める. 定め方より, λmβ
= 0, λm′

β
= λ̄β となる. この時,

m ∈ (m′β,mβ]に対して,

lim
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+(MN ≤ m) = −Fβ(Wβ(m))(1.1)

および

lim
N→∞

μβ
N,+

(
粗視化されたスピン配置がウルフ図形Wβ(m)に

L1-距離の意味で近い

∣∣∣∣∣ MN ≤ m

)
= 1(1.2)

が成り立つ. 本稿では, (1.1)と (1.2)の理解に必要なイジング模型の知識を補いながら, (1.1)と (1.2)
について解説する. イジング模型に関しては [KH06]を参考にしたので, より詳しく知りたい方は,
[KH06]もしくはそこに挙げられている参考文献をご覧頂きたい.

2 イジング模型と相転移

2.1 有限体積ギブス測度

空でない有限集合Λ ⊂ ZdをΛ ⊂⊂ Zdで表し, その頂点数を |Λ|で表す. 二つの距離関数 d1と d∞
を,各 x, y ∈ Zdに対し d1(x, y) = |x1−y1|+ · · ·+ |xd−yd|, d∞(x, y) = max{|x1−y1|, . . . , |xd−yd|}
と定める. 各 Δ,Λ ⊂ Zd に対し dp(Δ,Λ) = min{dp(x, y) : x ∈ Δ, y ∈ Λ}と定め, dp({x},Λ)を
dp(x,Λ)で表す. ただし, p = 1または∞である. d1(x, y) = 1であることを x ∼ y で表す. 各
Λ ⊂ Zd に対して, その内部境界と外部境界を ∂inΛ = {x ∈ Λ : x ∼ y となる y �∈ Λが存在する },
∂exΛ = {y �∈ Λ : y ∼ xとなる x ∈ Λが存在する } と定め, Λ̄ = Λ∪∂exとする. 原点 (0, . . . , 0) ∈ Zd

をOと表す. 各N ∈ Nに対し ΛN = (−N/2, N/2]d ∩ Zdとし, Λ̄N = ΛN ∪ ∂exΛN とする.
スピン配置空間としてΩ = {+1,−1}�d

を取り, 直積位相を導入する. シグマ加法族としてはボレ
ル集合族を取りF と表す. スピン配置 (σx)x∈�d を σ等と表す. 空でない各 Λ ⊂ Zdと σ̄ ∈ Ωに対し
て, Λの外側のスピン配置を σ̄で指定された Ωの部分空間を Ωσ̄

Λ = {σ ∈ Ω : σx = σ̄x (∀x �∈ Λ)}と
する. Λ上のスピン配置空間 {+1,−1}ΛをΩΛと表し, Λ上のスピン配置 (σx)x∈Λを σΛ(∈ ΩΛ) もし
くは σ(∈ ΩΛ)等と表す. ΩΛを Ωの Λへの制限とみなすこともある. Ωσ̄

Λと ΩΛには共に, Ωの位相
から自然に誘導される直積位相を導入し, シグマ加法族としてはボレル集合族を取る. また, Ωから
ΩΛへの (正)射影によって導かれるシグマ加法族をFΛと表す.
イジング模型 (Ising)におけるギブス (Gibbs)測度を導入する. 各 Λ ⊂⊂ Zd, σ̄ ∈ Ω, h ∈ Rに対し

て, ΩΛ上の関数

Hh
Λ(σΛ|σ̄) = −1

2

∑
x,y∈Λ
x∼y

σxσy −
∑

x∈Λ,y/∈Λ
x∼y

σxσ̄y − h
∑
x∈Λ

σx (σΛ ∈ ΩΛ)(2.1)

を境界条件 σ̄と外部磁場 hを持つ Λ上のハミルトニアンと呼ぶ. 各 β > 0に対して, ハミルトニア
ンHh

Λ(·|σ̄)を持つ ΩΛ上の確率測度

μβ,h
Λ,σ̄(σΛ) =

1
ZΛ,σ̄(β, h)

exp
(
−βHh

Λ(σΛ|σ̄)
)

(σΛ ∈ ΩΛ)(2.2)
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を境界条件 σ̄と外部磁場 hを持つΛ上の (有限体積)ギブス測度と呼ぶ. また, 正規化定数 ZΛ,σ̄(β, h)
を分配関数と呼び, βを逆温度と呼ぶ. σ̄ ≡ ±1を境界条件とする時には, μβ,h

Λ,+, Hh
Λ(σΛ|+) や μβ,h

Λ,−,

Hh
Λ(σΛ|−) 等と表す. 特に, h = 0の時は hを省略してHΛ(·|σ̄)や μβ

Λ,σ̄ と表し, それぞれ, 境界条件
σ̄を持つ Λ上のハミルトニアンや有限体積ギブス測度と呼ぶ. 場合によっては (例えば, 命題 2.3や
DLR方程式), μβ,h

Λ,σ̄を μβ,h
Λ,σ̄(Ωσ̄

Λ) = 1である Ω上の確率測度とみなす.

注意 2.1. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, σ̄ ∈ Ω, h ∈ R, β > 0を取る. この時, 任意の c ∈ Rに対し

H̃h
Λ(σΛ|σ̄) = Hh

Λ(σΛ|σ̄) + c (σΛ ∈ ΩΛ)

とハミルトニアンを定め, 対応するギブス測度を μ̃β,h
Λ,σ̄ とすると

μ̃β,h
Λ,σ̄ = μβ,h

Λ,σ̄

が成り立つ. すなわち, ハミルトニアンHh
Λ(·|σ̄)と H̃h

Λ(·|σ̄)は等価である.

記号を導入する. 確率測度 νとその可積分関数 f に対して, ν[f ]で関数 f の νによる平均を表す.
Δ,Λ ⊂ Zdを ∅ �= Δ ⊂ Λをみたすように取り, σ ∈ ΩΔ, σ̄ ∈ ΩΛとする時, Λ上のスピン配置 σΔσ̄を

(σΔσ̄)x = σx (x ∈ Δ), (σΔσ̄)x = σ̄x (x ∈ Λ\Δ)

と定める. σ̄のΔ上への制限を σ̄Δ ∈ ΩΔと表す. すなわち, (σ̄Δ)x = σ̄x (∀x ∈ Δ)である. Δ上の
スピン配置が σ̄と一致するスピン配置の集合 [σ̄Δ]Λ ⊂ ΩΛを

[σ̄Δ]Λ = {η ∈ ΩΛ :全ての x ∈ Δに対し ηx = σ̄xである }

と定める. 連続関数の族 CΛと C をそれぞれ

CΛ = {f | f : Ω → RはFΛ-可測である }, C =
⋃

Λ⊂⊂�d

CΛ

と定める. 各 f ∈ C に対する μβ,h
Λ,σ̄ による平均 μβ,h

Λ,σ̄[f ]を, μβ,h
Λ,σ̄ を Ωまたは Ωσ̄

Λ 上の確率測度として

定める. すなわち, μβ,h
Λ,σ̄[f ] = μβ,h

Λ,σ̄[f((·)Λσ̄)] である.

注意 2.2. (1) Ωのコンパクト性より連続関数は有界である. 特に, f ∈ C ならば f は有界である.
(2)任意のΩ上の連続関数は, C に属する関数で一様に近似される.
(3) Λ ⊂⊂ Zdとする. 任意の f ∈ CΛは, ある単調増加関数 f1, f2 ∈ CΛを用いて f = f1 − f2と表
される.

定理 2.3. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, σ̄ ∈ Ω, h ∈ R, β > 0を取る. この時, 任意のΔ ⊂ Λ (Δ �= ∅), f ∈ C

に対し

μβ,h
Λ,σ̄[f ] =

∫
ΩΛ

μβ,h
Δ,σΛσ̄[f ] dμβ,h

Λ,σ̄(σΛ)(2.3)

が成り立つ. すなわち, μβ,h
Λ,σ̄ の Λ\Δ上のスピン配置に関する条件付き確率に対し

μβ,h
Λ,σ̄(ηΔσ | [σΛ\Δ]Λ) = μβ,h

Δ,σΛσ̄(ηΔ) (∀σ ∈ ΩΛ, η ∈ ΩΔ)

が成り立つ. 言い換えると

μβ,h
Λ,σ̄(ηΔσ | FΛ\Δ)(σ) = μβ,h

Δ,σΛσ̄(ηΔ) (∀σ ∈ Ωω̄
Λ, η ∈ ΩΔ)

が成り立つ.
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証明. σ̄ ∈ Ωとし ∅ �= Δ ⊂ Λとする. 任意の ηΛ\Δ ∈ ΩΛ\Δに対し

Hh
Λ(ηΛ\Δσ|σ̄) −Hh

Δ(σΔ|ηΛ\Δσ̄) =一定 (∀σ ∈ [ηΛ\Δ]Λ)

であるので, 任意の η ∈ ΩΛ, σ ∈ [ηΛ\Δ]Λに対し

Hh
Λ(σ|σ̄) = Hh

Δ(σΔ|ηΛσ̄) +Hh
Λ(σ|σ̄) −Hh

Δ(σΔ|ηΛσ̄)

= Hh
Δ(σΔ|ηΛσ̄) +Hh

Λ(η|σ̄) −Hh
Δ(ηΔ|ηΛσ̄)

が成り立つ. 従って, f = 1η とすると∫
ΩΛ

μβ,h
Δ,σΛσ̄[1η] dμ

β,h
Λ,σ̄(σΛ)

=
∑

σ∈[ηΛ\Δ]Λ

1
ZΔ,ηΛσ̄(β, h)

exp
(
−βHh

Δ(ηΔ|ηΛσ̄)
)
μβ,h

Λ,σ̄(σ)

=
1

ZΛ,σ̄(β, h)
exp

(
−βHh

Λ(η|σ̄)
) 1

ZΔ,ηΛσ̄(β, h)

∑
σ∈[ηΛ\Δ]Λ

exp
(
−βHh

Δ(σΔ|ηΛσ̄)
)

=
1

ZΛ,σ̄(β, h)
exp

(
−βHh

Λ(η|σ̄)
)

が成り立つが, (2.3)を示すにはこれで十分である.

2.2 FKG不等式

Λ ⊂ Zdとする. σ, σ′ ∈ ΩΛが σ′ ≥ σであるとは,

σ′x ≥ σx (∀x ∈ Λ)

をみたす時に言うことにしてΩΛに半順序を導入する. f : ΩΛ → Rが単調増加 (単調減少)であると
は, σ, σ′ ∈ ΩΛが σ′ ≥ σをみたすならば

f(σ′) ≥ f(σ) (f(σ′) ≤ f(σ))

が成り立つ時に言う. 事象 A ⊂ ΩΛが単調増加 (単調減少)であるとは, Aの指示関数 1Aが単調増
加 (単調減少)である時に言う. 例えば, 事象 {σO = +1}は単調増加である. 各 σ, η ∈ ΩΛ に対し
σ ∨ η, σ ∧ η ∈ ΩΛを, それぞれ

(σ ∨ η)x = max{σx, ηx} (x ∈ Λ), (σ ∧ η)x = min{σx, ηx} (x ∈ Λ)

と定める.

定理 2.4. Λ ⊂⊂ Zdとし, ΩΛ上の確率測度 ν は, 全ての σ ∈ ΩΛに対し ν(σ) > 0をみたすとする.
この時, 任意の σ, η ∈ ΩΛに対し

ν(σ ∨ η)ν(σ ∧ η) ≥ ν(σ)ν(η)(2.4)

が成り立つならば, 任意の単調増加関数 f, g : ΩΛ → Rに対し

ν[fg] ≥ ν[f ]ν[g](2.5)

が成り立つ.
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定理 2.4の証明は省略する. 条件 (2.4)を FKG lattice conditionと呼び, 不等式 (2.5)を FKG不
等式と呼ぶ. また, 条件 (2.4)は強 FKG不等式と呼ばれるものと同値である. 特に, (2.5)において
g ≥ 0, g �≡ 0とすると ν ′ = νg/ν[g]で定まる確率測度 ν ′と νに対し

ν ′[f ] ≥ ν[f ] (全ての単調増加関数 f : ΩΛ → R)(2.6)

が成り立つので, 不等式 (2.6)を FKG不等式と呼ぶこともある.

系 2.5. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, σ̄ ∈ Ω, h ∈ R, β > 0を取る. この時, μβ,h
Λ,σ̄ は (2.4)をみたす. 従って特

に, 任意の単調増加関数 f, g : ΩΛ → Rに対し

μβ,h
Λ,σ̄[fg] ≥ μβ,h

Λ,σ̄[f ]μβ,h
Λ,σ̄[g](2.7)

が成り立つ.

証明. ギブス測度の定義 (2.2)と定理 2.4より, 任意の σ, η ∈ ΩΛに対し

Hh
Λ(ξ|σ̄) +Hh

Λ(ξ′|σ̄) ≤ Hh
Λ(σΛ|σ̄) +Hh

Λ(ηΛ|σ̄)(2.8)

を示せばよい. ただし, ξ = σ∨η, ξ′ = σ∧ηである. しかるに,任意の x ∈ Λに対し ξx +ξ′x = σx +ηx

であることより,

Hh
Λ(σ|σ̄) +Hh

Λ(η|σ̄) −Hh
Λ(ξ|σ̄) −Hh

Λ(ξ′|σ̄)

=
1
2

∑
x,y∈Λ
x∼y

1{σx �=ηx,σy �=ηy}(ξxξy + ξ′xξ
′
y − σxσy − ηxηy)

=
1
2

∑
x,y∈Λ
x∼y

1{σx �=ηx,σy �=ηy}(σx − ηx)(ηy − ηx)

≥ 0

となるので (2.8)を得る.

系 2.6. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, h ∈ R, β > 0を取る. この時, σ̄, σ̄′ ∈ Ωが σ̄′ ≥ σ̄をみたすならば,

μβ,h
Λ,σ̄′ [f ] ≥ μβ,h

Λ,σ̄[f ] (全ての単調増加関数 f : ΩΛ → R)

が成り立つ.

証明. 任意に σ̄, σ̄′ ∈ Ωを σ̄′ ≥ σ̄をみたすように取り, ν ′ = μβ,h
Λ,σ̄′ , ν = μβ,h

Λ,σ̄として (2.6)が成り立て

ばよいので, μβ,h
Λ,σ̄′/μ

β,h
Λ,σ̄ が単調増加であることを示せばよい. しかるに, 任意の σ, η ∈ ΩΛに対し

μβ,h
Λ,σ̄′(σ)

μβ,h
Λ,σ̄(σ)

(
μβ,h

Λ,σ̄′(η)

μβ,h
Λ,σ̄(η)

)−1

≥ 1 ⇔ μβ,h
Λ,σ̄′(σ)μβ,h

Λ,σ̄(η) ≥ μβ,h
Λ,σ̄′(η)μβ,h

Λ,σ̄(σ)

⇔
∑

x∈Λ,y �∈Λ
x∼y

(σx − ηx)(σ̄′y − σ̄y) ≥ 0

であるので, μβ,h
Λ,σ̄′/μ

β,h
Λ,σ̄は単調増加である.
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系 2.6の証明を少し修正することによって次の主張を得る.

注意 2.7. 任意にΛ ⊂⊂ Zd, β > 0を取る. この時, h, h′ ∈ Rが h′ ≥ hをみたし, σ̄, σ̄′ ∈ Ωが σ̄′ ≥ σ̄

をみたすならば,

μβ,h′
Λ,σ̄′ [f ] ≥ μβ,h

Λ,σ̄[f ] (全ての単調増加関数 f : ΩΛ → R)

が成り立つ.

命題 2.8. 任意に h ∈ R, β > 0を取る. この時, Δ,Λ ⊂⊂ ZdがΔ ⊂ Λをみたすならば,

μβ,h
Δ,+[f ] ≥ μβ,h

Λ,+[f ] (全ての単調増加関数 f : ΩΛ → R),

μβ,h
Δ,−[f ] ≤ μβ,h

Λ,−[f ] (全ての単調増加関数 f : ΩΛ → R)

が成り立つ.

証明. +-境界条件の場合についてのみ示す. f : ΩΛ → Rを単調増加とする. 系 2.6より, 任意の
σ̄ ∈ Ωに対し μβ,h

Δ,+[f ] ≥ μβ,h
Δ,σ̄[f ] となるので, 定理 2.3を用いればよい.

定理 2.9. 任意に h ∈ R, β > 0を取る. この時, ε = +もしくは−に対して, Λ ↗ Zdにおける μβ,h
Λ,ε

の弱収束極限として, Ω上の確率測度 μβ,h
ε が定まる. さらに, 任意の Λ ⊂⊂ Zdに対し

μβ,h
Λ,+[f ] ≥ μβ,h

+ [f ] (全ての単調増加関数 f ∈ C ),

μβ,h
Λ,−[f ] ≤ μβ,h

− [f ] (全ての単調増加関数 f ∈ C )

が成り立ち, h ∈ Rに関し μβ,h
+ [f ]は右連続であって μβ,h

− [f ]は左連続である.

証明. ε = +もしくは−とし, f ∈ C を単調増加とする. 命題 2.8より μβ,h
Λ,ε [f ]の Λ ↗ Zdにおける

極限が存在するので, 注意 2.2を考慮すると {μβ,h
Λ,ε}Λ⊂⊂�d の任意の弱収束部分列の極限が一致するこ

とが分かる. 従って, μβ,h
Λ,ε の弱収束極限 μβ,h

ε が存在する. 最後の主張は, μβ,h
Λ,ε [f ]の h ∈ Rに関する

連続性と, 注意 2.7と命題 2.8を合わせれば得られる.

2.3 DLR方程式と無限体積ギブス測度

定義 2.10. h ∈ Rとする. 各 β > 0に対して, Ω上の確率測度 νβ が次をみたす時, νβ を外部磁場 h

を持つ無限体積ギブス測度またはギブス測度と呼び, その全体を G (β, h)と表す : 任意の Λ ⊂⊂ Zd

に対して,

νβ(· | FΛc)(σ̄) = μβ,h
Λ,σ̄(·) νβ-a.s. σ̄,(2.9)

すなわち,

νβ[f ] =
∫

Ω
μβ,h

Λ,σ̄[f ] dνβ(σ̄) (∀f ∈ C )(2.10)

が成り立つ. また, 等式 (2.9)もしくは (2.10)をDLR方程式と呼ぶ.

定理 2.11. 任意に h ∈ R, β > 0を取る. この時, G (β, h)は弱収束の位相でコンパクトな凸集合で
あって, ε = +もしくは−に対し μβ,h

ε ∈ G (β, h)である.
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証明. 凸性の証明には, ν1, ν2 ∈ G (β, h), α ∈ [0, 1] ならば αν1 + (1 − α)ν2 ∈ G (β, h)であることを
示せばよいが, これは定義 2.10より明らかである. コンパクト性の証明には, (2.10)において μβ,h

Λ,σ̄[f ]
が σ̄ ∈ Ωに関して連続であることに注意すればよい. さらに, 定理 2.3と定理 2.9を合わせると
μβ,h

+ , μβ,h
− ∈ G (β, h)を得る.

定理 2.11より, 各 h ∈ R, β > 0に対し G (β, h)は凸コンパクトなので, その端点集合 Gex(β, h)
が定まり, G (β, h)の任意の元は Gex(β, h)の元による凸結合として (一意的に)表現される. ここで,
ν ∈ Gex(β, h)であるとは, ν1, ν2 ∈ G (β, h), α ∈ (0, 1)に対し ν = αν1 + (1 − α)ν2をみたすならば,
ν = ν1 = ν2が成り立つ時に言う.

定理 2.12. ε = +もしくは−とし, 任意に h ∈ R, β > 0を取る. この時, μβ,h
ε ∈ Gex(β, h)であって

μβ,h
ε は平行移動不変測度である. また, 任意の νβ ∈ G (β, h)に対し

μβ,h
− [f ] ≤ νβ[f ] ≤ μβ,h

+ [f ] (全ての単調増加関数 f ∈ C )

が成り立つ.

証明. μβ,h
+ ∈ Gex(β, h)のみ示し残りは省略する. Λ ⊂⊂ Zdとし f ∈ CΛを単調増加とする. 系 2.6

より, 全ての σ̄ ∈ Ωに対し μβ,h
Λ,σ̄[f ] ≤ μβ,h

Λ,+[f ]となるので, 定理 2.9と (2.10)とを合わせて

νβ[f ] ≤ μβ,h
+ [f ] (∀νβ ∈ G (β, h))

を得る. 従って, ν1, ν2 ∈ G (β, h), α ∈ (0, 1)に対しμβ,h
+ = αν1+(1−α)ν2とすると, μβ,h

+ [f ] = ν1[f ] =
ν2[f ]となる. 注意 2.2を考慮すると, このことより μβ,h

+ = ν1 = ν2が成り立つので, μβ,h
+ ∈ Gex(β, h)

を得る.

注意 2.13. ε = +もしくは−とし, 任意に h ∈ R, β > 0を取る. この時, μβ,h
ε -a.s.で, 平行移動不

変集合は末尾集合である.

2.4 相転移

与えられた外部磁場 h ∈ Rに対して, 逆温度 β > 0において相転移が起こっているとは, Gex(β, h)
に属する平行移動不変測度が二つ以上存在する時に言う. 定理 2.12を考慮すると, μβ,h

+ �= μβ,h
− なら

ば相転移は起こっている, μβ,h
+ = μβ,h

− ならば相転移は起こっていないとも言い換えられる. 相転移
が起こるのは d ≥ 2であって h = 0の時に限られるが, 詳しくは後の定理 2.16で述べる.

定理 2.14. 任意に h ∈ R, β > 0 を取る. この時, μβ,h
+ �= μβ,h

− であるための必要十分条件は
μβ,h

+ [σO] �= μβ,h
− [σO]である.

この定理の主張は, 定理 2.12より, 相転移が起こっている時またその時に限り μβ,h
+ [σO] > μβ,h

− [σO]
であるとも言い換えられる. 証明に必要な注意を述べておく.

注意 2.15. (1) μβ,h
+ , μβ,h

− の平行移動不変性 (定理 2.12)より, μβ,h
+ [σO] = μβ,h

− [σO]ならば, 全ての
x ∈ Zdに対し μβ,h

+ [σx] = μβ,h
− [σx]である.

(2)各 x ∈ Zdに対し ρx = (1 + σx)/2とする. この時, 任意のΔ ⊂⊂ Zdに対し

ρΔ =
∏
x∈Δ

ρx,
∑
x∈Δ

ρx − ρΔ

は共に単調増加である. さらに, Λ ⊂⊂ Zdとすると, 任意の f ∈ CΛは {ρΔ : Δ ⊂ Λ}の一次結
合で表される.

9



証明 (定理 2.14). μβ,h
+ [σO] �= μβ,h

− [σO]ならば μβ,h
+ �= μβ,h

− なので, μβ,h
+ [σO] = μβ,h

− [σO]ならば μβ,h
+ =

μβ,h
− を示せばよい. μβ,h

+ [σO] = μβ,h
− [σO]とする. 定理 2.12と注意 2.15より, Δ ⊂⊂ Zdとすると

0 ≤ μβ,h
+ [ρΔ] − μβ,h

− [ρΔ] ≤
∑
x∈Δ

(
μβ,h

+ [ρx] − μβ,h
− [ρx]

)
= 0

である. このことと注意 2.15より, 任意の f ∈ C に対し μβ,h
+ [f ] = μβ,h

− [f ]となるので, 注意 2.2を用
いると μβ,h

+ = μβ,h
− を得る.

定理 2.16. d ≥ 2であって h = 0とすると, ある臨界値 βc(d) ∈ (0,∞)が存在して,

μβ
+ = μβ

− (β < βc(d)), μβ
+ �= μβ

− (β > βc(d))(2.11)

が成り立つ. 一方, d = 1もしくは h �= 0とすると, μβ,h
+ = μβ,h

− が β > 0に依らず常に成り立つ.

βが逆温度を表していたことより, βc(d)に対応して臨界温度Tc(d) ∈ (0,∞)が定まる. また, (2.11)
のような相転移を単調な相転移と呼ぶこともある. 定理 2.14と μβ

−[σO] = −μβ
+[σO]より, μβ

+[σO]が
β > 0に関して単調増加であることを導けば, (2.11)をみたす βc(d) ∈ [0,∞]の存在は示される. そ
のためには, GKS不等式と呼ばれる相関不等式を用いて μβ

N,+[σO] (N ∈ N)の β > 0に関する単調
増加性を得ればよい. さらに, βc(d) �= 0を示すにはDobrushinの一意性の条件を, βc(d) �= ∞を示
すにはパイエルス (Peierls)型議論を用いればよい. 6節で述べる FK展開を用いれば, (2.11)を FK
パーコレーションにおけるパーコレーション確率に関する主張に置き換えて示すことも可能である.
残り後半の主張は, h �= 0の場合はギブスの自由エネルギーの微分可能性より得られる. d = 1の場
合は, 特に h = 0ならば, FKパーコレーションにおけるパーコレーション確率が零であることを用
いると容易である. [Geo88, H98]等に, d = 1の場合の計算が紹介されている.

3 ギブスの自由エネルギーと体積オーダー大偏差原理

3.1 ギブスの自由エネルギー

変分原理 (本稿では述べない)を通して平行移動不変なギブス測度を特徴付ける, ギブスの自由
エネルギーを導入する. そのための準備として, 記号を導入し補題 3.1を証明を省略して述べる.
Δ,Γ ⊂⊂ ZdをΔ ∩ Γ = ∅となるように取り, η ∈ ΩΔ, σ ∈ ΩΓに対し (ησ)Δ,Γ ∈ ΩΔ∪Γを

((ησ)Δ,Γ)x = ηx (x ∈ Δ), ((ησ)Δ,Γ)x = σx (x ∈ Γ)

と定める. 各 Λ ⊂ Zdに対しΔ,Γ ⊂ Λが

Δ ∩ Γ = ∅, Δ ∪ Γ = Λ

をみたす時, {Δ,Γ}を Λの分割と呼ぶ. 次の補題 3.1を証明を省略して述べる.

補題 3.1. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, σ̄ ∈ Ω, h ∈ R, β > 0を取る. {Δ,Γ}を Λの分割として, η ∈ ΩΔ,
σ ∈ ΩΓとする. さらに, ξΛ ∈ ΩΛは

ξx = σx (∀x ∈ Γ)

をみたすとする. この時,

−(4d|Δ| + 2|h|) ≤
∣∣∣Hh

Λ(ξΛ|σ̄) −Hh
Λ((ησ)Δ,Γ|σ̄)

∣∣∣ ≤ 4d|Δ| + 2|h|

が成り立つ.
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L, k ∈ Nを取り, N = (L+ 1)k − 1とする. ΛN = (−N/2, N/2]d ∩ Zdであるので, ΛN の各辺に
はN 個の頂点が並んでいることに注意する. kd個のΛLを平行移動して得られる {Λ(i)

L }kd

i=1を, 互い

に隣接することなく ΛN 内に全て並べられるように取り, {Λ(1)
L , . . . ,Λ(kd)

L ,Δ}を ΛN の分割とする.
ここで, 互いに隣接しないということは d∞(Λ(i)

L ,Λ(j)
L ) ≥ 2 (i �= j)を意味する. 以後, ΩΛN

をΩN と,
ZΛN ,+(β, h)を ZN,+(β, h)等と, 記号中の ΛN をN と略記することにする.

定理 3.2. 任意の h ∈ R, β > 0に対して,

gN,+(β, h) =
1

|ΛN | log ZN,+(β, h)

のN → ∞における極限が存在する. ただし, ZN,+(β, h) =
∑

σ∈ΩN
exp(−βHh

N (σ|+)) である.

証明. 表記の簡単の為に, h ≥ 0として示す. L, k ∈ Nとして N = (L + 1)k − 1とする. Γ =
Λ(1)

L ∪ · · · ∪ Λ(kd)
L とすると,

ZN,+(β, h) =
∑

η∈ΩΔ

∑
σ∈ΩΓ

exp
(
−βHh

N ((ησ)Δ,Γ|+)
)

と書ける. また, η ≡ +1ならば

∑
σ∈ΩΓ

exp
(
−βHh

N ((ησ)Δ,Γ|+)
)

= (ZL,+(β, h))k
d

exp

⎛⎜⎝h|Δ| +
∑

x∈Δ,y �∈ΛL
x∼y

1

⎞⎟⎠
が成り立つので, 補題 3.1より

kd log ZL,+(β, h) − |Δ|(2dβ + 3h+ c) ≤ log ZN,+(β, h)

≤ kd log ZL,+(β, h) + |Δ|(2dβ + 3h+ c)

を得る. ただし, c = log 2 + 1である. このことより, gN,+(β, h)の有界性と |Δ| ≤ 2dNd/Lに注意
すると, 主張における極限の存在が分かる.

定理 3.2と以下の補題 3.4を用いれば, 次の命題 3.3を得る. ここでも補題 3.4の証明は省略する.

命題 3.3. 任意に h ∈ R, β > 0を取る. この時, 任意の σ̄ ∈ Ωに対し

lim
N→∞

gN,+(β, h) = lim
N→∞

1
|ΛN | log ZN,σ̄(β, h)

が成り立つ.

補題 3.4. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, h ∈ R, β > 0を取る. この時, 任意の σ̄, σ̄′ ∈ Ωに対し

−4d|∂exΛ| ≤
∣∣∣Hh

Λ(σ|σ̄) −Hh
Λ(σ|σ̄′)

∣∣∣ ≤ 4d|∂exΛ| (∀σ ∈ ΩΛ)

が成り立つ. 特に,

exp(−4dβ|∂exΛ|) ≤ ZΛ,σ̄(β, h)
ZΛ,σ̄′(β, h)

≤ exp(4dβ|∂exΛ|)

が成り立ち, 全ての σ ∈ ΩΛに対し

exp(−8dβ|∂exΛ|) ≤
μβ,h

Λ,σ̄(σ)

μβ,h
Λ,σ̄′(σ)

≤ exp(8dβ|∂exΛ|)

が成り立つ.
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各 h ∈ R, β > 0に対し定理 3.2と命題 3.3より, gN,+(β, h)のN → ∞における極限が存在してそ
の値は境界条件に依らないので, g(β, h)を

g(β, h) = lim
N→∞

gN,+(β, h)

と定めギブスの自由エネルギーと呼ぶ. 以下の命題 3.6で, g(β, h)の h ∈ Rに関する凸性とその微
分係数について述べる. N ∈ Nに対しMN = |ΛN |−1

∑
x∈ΛN

σxとする.

補題 3.5. ε = +もしくは−とする. 任意の h ∈ R, β > 0に対し

μβ,h
ε [σO] = lim

N→∞
μβ,h

N,ε[MN ](3.1)

が成り立つ.

証明. +-境界条件についてのみ示す. L,N ∈ Nを L < N となるように取り, ΛN,L = {x ∈ ΛN :
d∞(x, ∂inΛN ) ≥ L/2}とする. 各 x ∈ Zdに対し ΛL(x) = x+ ΛLとする. すなわち, ΛL(x)は ΛLを
xだけ平行移動させたものである. FKG不等式より

μβ,h
+ [σO] ≤ lim inf

N→∞
μβ,h

N,+[MN ] ≤ lim sup
N→∞

μβ,h
N,+[MN ]

≤ lim sup
N→∞

1
|ΛN |

∑
x∈ΛN,L

μβ,h
ΛL(x),+

[σx] = μβ,h
L,+[σO]

となるので (3.1)を得る.

定理 3.6. 任意に β > 0を取る. g(β, h)は h ∈ Rに関して凸関数であって, 任意の h ∈ Rに対し

∂+
h g(β, h) = βμβ,h

+ [σO], ∂−h g(β, h) = βμβ,h
− [σO](3.2)

が成り立つ. さらに, 高々可算個の h ∈ Rを除いて

1
β

∂

∂h
g(β, h) = μβ,h

+ [σO] = μβ,h
− [σO](3.3)

が成り立つ. ただし, ∂+
h と ∂−h はそれぞれ hに関する右微分と左微分を表す.

証明. 任意のN ∈ Nに対して,

1
β

∂

∂h
gN,+(β, h) = μβ,h

N,+[MN ],(3.4)

1
β2

∂2

∂h2
gN,+(β, h) = |ΛN |

(
μβ,h

N,+[(MN)2] − μβ,h
N,+[MN ]2

)
≥ 0

である (この計算はモーメント母関数の微分と同様である). 従って, g(β, h)の h ∈ Rに関する凸性
は, g(β, h)が凸関数 gN,+(β, h)の極限ということから分かる.

(3.2)の右微分についてのみ示す. 凸性と補題 3.5と (3.4)より, 高々加算個の hを除いて

∂+
h g(β, h) = βμβ,h

+ [σO]

が成り立つ. さらに, 定理 2.9より μβ,h
+ [σO]は h ∈ Rに関して右連続なので, 任意の h ∈ Rに対し

∂+
h g(β, h) = βμβ,h

+ [σO]

を得る.
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3.2 平均場イジング模型

イジング模型における (体積オーダー)大偏差原理への理解の補助として, キューリー・ワイス
(Curie-Weiss)模型とも呼ばれる平均場イジング模型において, Varadhanの定理を適用して得られ
る大偏差原理について述べる.

定義 3.7. Λ = {1, . . . , n} (n ∈ N)として, ΩΛ上の 1
2 -ベルヌーイ測度を νΛとする. すなわち,

νΛ(σ) =
1
2n

(∀σ ∈ ΩΛ)

とする. ΩΛ上の独立確率変数列 (Xi)n
i=1を, 各 i ∈ Λ, σ ∈ ΩΛに対しXi(σ) = σiと定め,

Sn(σ) =
n∑

i=1

Xi(σ) (σ ∈ ΩΛ)

する. h ∈ R, β ≥ 0を取り, ハミルトニアン

H̄h
Λ(σ) = −n

(
1
2

(
Sn(σ)
n

)2

+ h

(
Sn(σ)
n

))

= −1
2

∑
i∈Λ

Xi(σ)
Sn(σ)
n

− h
∑
i∈Λ

Xi(σ)

に対するギブス測度を

μ̄β,h
Λ (σ) =

1
ZΛ(β, h)

exp
(
−βH̄h

Λ(σ)
)
νΛ(σ), ZΛ(β, h) = νΛ

[
exp

(
−βH̄h

Λ(σ)
)]

と与える. ここで, β = 0ならば μ̄β,h
Λ = νΛであることに注意する. ハミルトニアンが平均スピンの

関数として与えられることから, この模型は平均場イジング模型と呼ばれる. また H̄h
Λは, ハミルト

ニアン

− 1
2|Λ|

∑
i,j∈Λ
i�=j

XiXj − h
∑
i∈Λ

Xi

と等価である (注意 2.1). すなわち, 平均場イジング模型は完全グラフ上のイジング模型とも言える.

Varadhanの定理を用いると, 平均場イジング模型において大偏差原理が次の形で成り立つことが
分かる (証明省略). ここでは, 定義 3.7におけるμ̄β,h

Λ を μ̄β,h
n と表す.

定理 3.8. 任意に h ∈ R, β ≥ 0を取る. エントロピー関数 Iβ,hを

Iβ,h(x) = Gβ,h(x) − inf
y∈[−1,1]

Gβ,h(y) (x ∈ [−1, 1]),

Gβ,h(x) =
1 − x

2
log

1 − x

2
+

1 + x

2
log

1 + x

2
− β

(
x2

2
+ hx

)
(x ∈ [−1, 1])

と定める. この時, [−1, 1]上の任意のボレル集合Aに対し

− inf
m∈A◦ Iβ,h(m) ≤ lim inf

n→∞
1
n

log μ̄β,h
n

(
Sn

n
∈ A

)
≤ lim sup

n→∞

1
n

log μ̄β,h
n

(
Sn

n
∈ A

)
≤ − inf

m∈Ā
Iβ,h(m)

が成り立つ. ただし, 各A ⊂ [−1, 1]に対して, A◦はAの内部を表し, ĀはAの閉包を表す.
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Iβ,hの零点, すなわち, Gβ,hの最小値を実現する x ∈ [−1, 1]について考えると, 下記のような計算
から次のことが分かる:

(1) h �= 0または h = 0で 0 ≤ β ≤ 1ならば, I−1
β,h(0) = {z(β, h)}なる z(β, h)が唯一存在する.

(2) h = 0で β > 1ならば, I−1
β,h(0)は z(β,−), z(β,+)と表される二点から成る.

さらに, 任意のR上の有界連続関数 f に対して, (1)の場合には

lim
n→∞

μ̄h
β,n

[
f

(
Sn

n

)]
= f(z(β, h))

が成り立ち, (2)の場合には

lim
n→∞

μ̄h
β,n

[
f

(
Sn

n

)]
=

1
2
(
f(z(β,−)) + f(z(β,+))

)
,

z(β,−) = lim
h↗0

z(β, h) < 0, z(β,+) = lim
h↘0

z(β, h) > 0, z(β, h) = −z(β,+)

が成り立つ.
h = 0の場合に限りGβ,hの最小値を実現するx ∈ (−1, 1)を調べておく. この時, Gβ,0はGβ,0(0) = 0

となる偶関数であって,

G′β,0(x) =
1
2

log
1 + x

1 − x
− βx (x ∈ (−1, 1)), G′β,0(0) = 0,

G′′β,0(x) =
1

1 − x2
− β (x ∈ (−1, 1))

である. 明らかに, β ≤ 1ならばG′′β,0(x) ≥ 0 (∀x ∈ [−1, 1])なので, Gβ,0(x)は xに関して凸関数で
ある. 一方, β > 1ならば G′β,0(x) = 0には三つの解が存在するので, Gβ,0(x) (x ∈ [−1, 1])のグラ
フは二重井戸の形となりそれぞれの底で最小値を実現する. この底の x座標が z(β,−)と z(β,+)で
ある.

3.3 大偏差原理

この小節では, 比磁化確率変数MN に対する体積オーダーの大偏差原理について述べる. ただし,
N ∈ Nに対しΛN = (−N/2, N/2]d ∩ZdであってMN = |ΛN |−1

∑
x∈ΛN

σxである. 補題 3.4とDLR
方程式 (2.10)より, 任意のAN ∈ FN (N ∈ N), σ̄ ∈ Ωに対し

lim sup
N→∞

1
|ΛN | logμβ,h

ε (AN ) = lim sup
N→∞

1
|ΛN | logμβ,h

N,σ̄(AN ),

lim inf
N→∞

1
|ΛN | logμβ,h

ε (AN ) = lim inf
N→∞

1
|ΛN | log μβ,h

N,σ̄(AN )

が成り立つ. ただし, h ∈ R, β > 0とし ε = +もしくは−とする. このことは, 体積オーダーの大偏
差原理では境界条件の影響は観察されないことを示している. 一方, 定理 2.14より

μβ,h
+ [σO] �= μβ,h

− [σO]

の時またその時に限り相転移が起こるので,　相転移現象を解析するためには境界条件の影響が観察
される必要がある. μβ,h

ε に対する大数の (強)法則, すなわち,

MN (σ) → μβ,h
ε [σO] (N → ∞) μβ,h

ε -a.s.
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が成り立つことはエルゴード定理より分かる. ここで, μβ,h
+ �= μβ,h

− ならば μβ,h
+ と μβ,h

− は互いに特異
であることに注意する.
m ∈ [−1, 1]に対し ϕβ(m)を g(β, h) + g(β, 0)のルジャンドル変換とする:

ϕβ(m) = sup
h∈�

{βmh− g(β, h) + g(β, 0)}.

ここで,

g(β, h) − g(β, 0) = lim
N→∞

1
|ΛN | logμβ

N,+ [exp (βh|ΛN |MN )]

と書けることに注意する. [Co86, FO88, O88]による結果の一部を相転移の起こる h = 0の時に限
り, 次の定理 3.9で述べておく (証明省略).

定理 3.9. 任意に β > 0を取る. この時, [−1, 1]上の任意のボレル集合Aに対し

− inf
m∈A◦ ϕβ(m) ≤ lim inf

N→∞

1
|ΛN | logμβ

+ (MN ∈ A)

≤ lim sup
N→∞

1
|ΛN | logμβ

+ (MN ∈ A) ≤ − inf
m∈Ā

ϕβ(m)

が成り立つ. ただし, 各A ⊂ [−1, 1]に対して, A◦はAの内部を表し, ĀはAの閉包を表す.

3.4 自由境界条件と自発磁化

この小節では, 自由境界条件に対する (有限体積)ギブス測度を導入し, h �= 0ならば任意の β > 0
に対し μβ,h

+ [σO] = μβ,h
− [σO] となることを示す (定理 3.13). このことは, 定理 2.14より μβ,h

+ [σO] =
μβ,h
− [σO]と μβ,h

+ = μβ,h
− は同値なので, 定理 2.16の主張の一部である, h �= 0ならば任意の β > 0に

対し μβ,h
+ = μβ,h

− であることを表している. すなわち, h �= 0ならば相転移は如何なる β > 0に対し
ても起こらない.

Λ ⊂⊂ Zd, h ∈ Rとする. ハミルトニアンが

Hh
Λ(σΛ) = −1

2

∑
x,y∈Λ
x∼y

σxσy − h
∑
x∈Λ

σx (σΛ ∈ ΩΛ)

で与えられる ΩΛ上の確率測度

μβ,h
Λ (σΛ) =

1
ZΛ(β, h)

exp
(
−βHh

Λ(σΛ)
)

(σΛ ∈ ΩΛ)

を外部磁場hを持つΛ上の自由境界条件に対するギブス測度と呼ぶ. ただし, β > 0であってZΛ(β, h)
は正規化定数である. この μβ,h

Λ は, (2.2)で定めた μβ,h
Λ,σ̄において σ̄ ≡ 0としたものになっている. 定

め方から明らかなように, 奇関数 f : ΩΛ → Rに対し

μβ,−h
Λ [f ] = −μβ,h

Λ [f ](3.5)

が成り立つ. N ∈ Nに対し定理 3.2の記号と同様に

gN (β, h) =
1

|ΛN | log ZN (β, h)

等と定めると, 命題 3.3の証明と同様にして次の命題 3.10を得る.
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命題 3.10. 任意の h ∈ R, β > 0に対し

g(β, h) = lim
N→∞

gN (β, h)

が成り立つ. ただし, g(β, h)は定理 3.2において定まるものである.

各N ∈ Nに対して, gN,+(β, h)の場合と同様に FKG不等式を用いると

∂2

∂h2
gN (β, h) ≥ 0

が得られるので, gN (β, h)は h ∈ Rに関して凸関数である. さらに, h > 0に対しGHS不等式と呼
ばれる相関不等式を用いると

1
β3

∂3

∂h3
gN (β, h)

=
1
β3

∂2

∂h2
mN (β, h)

= |ΛN |2
(
μβ,h

N [(MN )3] − μβ,h
N [(MN )2]μβ,h

N [MN ] − 2μβ,h
N [MN ]

(
μβ,h

N [(MN)2] − μβ,h
N [MN ]2

))
= |ΛN |2

(
μβ,h

N [(MN )3] − 3μβ,h
N [(MN )2]μβ,h

N [MN ] + 2μβ,h
N [MN ]3

)
≤ 0

が得られる. ただし, MN = |ΛN |−1
∑

x∈ΛN
σxであってmN (β, h) = μβ,h

N [MN ]である. このことは
mN (β, h)が h ∈ (0,∞)に関して凹であることを示しているので, 定理 3.6および命題 3.10と (3.5)
と |mN(β, h)| ≤ 1に注意すると, 次の命題 3.11が得られる.

命題 3.11. 任意に β > 0を取る. h ∈ R\{0}に対する奇関数m(β, h)が存在して, h ∈ (0,∞)に関
しては凹であって |m(β, h)| ≤ 1であり, 高々可算個の h ∈ R\{0}を除いて

m(β, h) = lim
N→∞

mN (β, h)

をみたす. 特に, m(β, h)は h ∈ R\{0}において連続である.

命題 3.10で定める g(β, h)と命題 3.11で定まるm(β, h)の間には, 次の関係式が成り立つ.

定理 3.12. 任意に β > 0を取る. h ∈ R\{0}に関して g(β, h)は微分可能であって,

1
β

∂

∂h
g(β, h) = m(β, h) = lim

N→∞
mN (β, h)(3.6)

が成り立つ. また, h = 0においては

∂+
h g(β, 0) = β lim

h↘0
m(β, h), ∂−h g(β, 0) = β lim

h↗0
m(β, h)(3.7)

が成り立つ.

証明. h > 0とする. 全てのN ∈ Nに対し

gN (β, h) − gN (β, 0) = β

∫ h

0
mN (β, u)du
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であるので, N → ∞とするとルベーグの収束定理より

g(β, h) − g(β, 0) = β

∫ h

0
m(β, u)du

を得る. しかるに, h > 0においてm(β, h)は連続なので, g(β, h)は微分可能であって,

∂

∂h
g(β, h) = βm(β, h)

である. (3.6)の第二等式は, g(β, h)と gN (β, h) (N ∈ N)の凸性より分かる. h < 0の場合も同様で
ある. また, (3.7)も g(β, h)の凸性より分かる.

定理 3.6と定理 3.12より次の定理を得る.

定理 3.13. 任意に β > 0を取る. この時, h �= 0ならば μβ,h
+ [σO] = μβ,h

− [σO]が成り立ち, h = 0な
らば

lim
h↘0

m(β, h) = μβ
+[σO], lim

h↗0
m(β, h) = μβ

−[σO]

が成り立つ.

以後, 各 β > 0に対しmβ ∈ [−1, 1]を

mβ = lim
h↘0

m(β, h) = μβ
+[σO](3.8)

と定め比磁化と呼ぶ. mβ > 0となる時, 自発磁化が出現していると言う.

4 比較定理と有限エネルギー性

4.1 比較定理

この小節では, 相関を持つ結合測度を, その条件付き測度の情報を用いて対応する直積測度と比較
する方法について述べる. 言い換えると, 相関を持つ確率変数列と独立確率変数列を条件付き確率の
情報を用いて比較することになる. 簡単な例ではあるが, 例えば FKG不等式

μβ,h
+ [σxσy] ≥ μβ,h

+ [σx]μβ,h
+ [σy] (x, y ∈ Zd)

は, 左辺の平均を右辺の直積測度による平均で下から評価していることになるので, 測度の比較をし
ているとも言える.
この小節では記号の定義を他の節とは別にして用いる. Sを高々可算な集合とし, Ωを {0, 1}S に

直積位相が導入されたものとする. 有限集合 T ⊂ Sに対して, (正 )射影 πT : Ω → {0, 1}T を

πT ((ωs)s∈S) = (ωt)t∈T ((ωs)s∈S ∈ Ω)

と定め, この πT によって導かれるシグマ加法族をFT と表す. Ω上の連続関数の族 C を

C = {f : Ω → R :ある有限部分集合 T ⊂ Sに対し f はFT -可測である }

と定める. また, 各 ω, ω′ ∈ Ωに対して, 任意の s ∈ Sに対し ωs ≥ ω′sとなる時に ω ≥ ω′であると言
うことにして Ωに半順序≥を定める. さらに, 関数 f : Ω → Rが単調増加であるとは,

任意に ω, ω′ ∈ Ωを ω ≥ ω′となるように取ると f(ω) ≥ f(ω′)

となる時に言うことにする.
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定義 4.1. Ω上のボレル確率測度 μ, νが μ � νであるとは,

μ[f ] ≥ ν[f ] (全ての単調増加関数 f ∈ C )(4.1)

となる時に言う.

連続関数の族 C は, Ω上の連続関数全体に一様収束から定まる位相が導入された空間で稠密であ
るので, (4.1)は次と同値である:

μ[f ] ≥ ν[f ] (全ての単調増加な連続関数 f).(4.2)

また, 定義における全順序集合として, {0, 1}の代わりに {−1,+1}や Rを用いてもよい.
各 p ∈ [0, 1]に対し Ω上の直積確率測度 φpを

φp(ωs = 1) = p = 1 − φ(ωs = 0) (∀s ∈ S)

をみたすものとする. まず, Russoによって示された比較定理を述べる.

定理 4.2. S を {sj}j≥1 と全順序付けられた高々可算な集合とし, Ω = {0, 1}S とする. μを Ω上
のボレル確率測度とし, p ∈ [0, 1]とする. さらに, 任意の j ∈ N, ε1, . . . , εj ∈ {0, 1}に対して,
μ(ωs1 = ε1, . . . , ωsj = εj) > 0ならば

μ(ωsj+1 = 1 | ωs1 = ε1, . . . , ωsj = εj) ≥ p(4.3)

をみたすとする. この時, μ � φpが成り立つ.

証明. 任意に有限集合 T ⊂ S を取り, FT -可測な単調増加関数 f を取る. 表記の簡単の為に, T =
{1, . . . , j + 1} (j ∈ N)と表すことにする. 各 ε1, . . . , εj ∈ {0, 1}に対しFj+1-可測関数 fε1,... ,εj を

fε1,... ,εj (ωj+1) = f(ε1, . . . , εj , ωj+1)

と定めると, (4.3)より明らかに

μ[f | ω1 = ε1, . . . , ωj = εj ] ≥ φp[fε1,... ,εj ]

が成り立つ. ここで, φp[fε1,... ,εj ] が (ε1, . . . , εj)に関して単調増加であることに注意して同様の操作
を繰り返すと,

μ [μ[f | ω1, . . . , ωj ]] ≥ μ
[
φp[fε1,... ,εj ]1{ω1=ε1,... ,ωj=εj}

]
...

≥ μ [φp[f ]]

= φp[f ]

を得るが, このことより μ � φpが従う.

次に, Liggett-Schonmann-Stacey([LSS97])によって示された比較定理を (Zd,Ed)および (Zd,Ed,∗)
に適用した形で述べる. ただし, Ed = {{x, y} : x, y ∈ Zd, x ∼ y}, Ed,∗={{x, y} : x, y ∈
Zd, d∞(x, y) = 1} である. 定理 4.2 を用いて直積測度と比較する際には, それぞれの模型に応
じた方法で (4.3)を示すという議論が必要であったが, 次の定理によってそれを省略することが (模
型によっては)可能となる.
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定理 4.3. S = Zdとし Ω = {0, 1}S とする. 任意に p ∈ (0, 1)を取り, Ω上のボレル確率測度 μが

∀s ∈ S, μ(ωs = 1 | (ωt : t �∼ s)) ≥ p μ-a.s.

をみたすとする. さらに, ある α, r ∈ (0, 1)が存在して

(1 − α)(1 − r)2d ≥ 1 − p,

(1 − α)α2d ≥ 1 − p

をみたすとする. この時, μ � φαrが成り立つ.

証明は省略する. 各 Λ ⊂ Zdに対し (ωs)s∈Λが与えられている時には, μ(ωt = 1 | (ωs : s �= t)) = 1
(t ∈ Λc) として定理 4.3を適用すればよい. 条件中の 2dというのは (Zd,Ed)の隣接頂点数である.

定理 4.4. S = Zdとし Ω = {0, 1}S とする. 任意に p ∈ (0, 1)を取り, Ω上のボレル確率測度 μが

∀s ∈ S, μ(ωs = 1 | (ωt : d∞(t, s) ≥ 2)) ≥ p μ-a.s.

をみたすとする. さらに, ある α, r ∈ (0, 1)が存在して

(1 − α)(1 − r)3
d−1 ≥ 1 − p,

(1 − α)α3d−1 ≥ 1 − p

をみたすとする. この時, μ � φαrが成り立つ.

証明は省略する. 条件中の (3d − 1)というのは (Zd,Ed,∗)の隣接頂点数である.

4.2 有限エネルギー性

この小節では記号の定義を他の節とは別にして用いる. Sを高々可算な集合とし, Ωを {0, 1}S に
直積位相が導入されたものとする. 有限集合 T ⊂ Sに対しその要素数を |T |と表し, 0 < |T | < ∞で
あることを T ⊂⊂ Sと表す. T ⊂⊂ Sに対して, (正 )射影 πT : Ω → {0, 1}T を

πT ((ωs)s∈S) = (ωt)t∈T ((ωs)s∈S ∈ Ω)

と定め, この πT によって導かれるシグマ加法族をFT と表し, (πU : U ⊂⊂ S\T )によって導かれる
シグマ加法族をF T と表す. すなわち,

F T =
∨

U⊂⊂S\T
FU , F =

∨
U⊂⊂S

FU

である. また, Ω上のボレル集合族をF と表し, A ⊂ ΩがF -可測であることをA ∈ F と表す.
各A ⊂ Ω, T ⊂⊂ Sに対して, AT ⊂ Ωを

AT = {ω ∈ Ω :ある ξ ∈ Ωに対し ξTω ∈ Aである }

と定め, AT,0,AT,1 ⊂ Ωを

AT,ε = {ω ∈ Ω : ω ∈ ATであって ωt = ε (∀t ∈ T )である } (ε ∈ {0, 1})

と定める. ただし, 各 ω, ξ ∈ Ω, T ⊂ Sに対し ξTω ∈ Ωは (ξTω)s = ξs (s ∈ T ), (ξTω)s = ωs (s �∈ T )
として定まるものである.
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定理 4.5. μを Ω上のボレル確率測度とし, ある p ∈ (0, 1)に対し

∀s ∈ S, p ≤ μ
(
ωs = 0 | F {s}

)
≤ 1 − p(4.4)

をみたすとする. この時, 任意のA ∈ F , T ⊂⊂ Sに対し

μ(A) ≤
(

1
p

)|T |
min

ε∈{0,1}
μ (AT,ε) , μ(AT,0) ≤

(
1 − p

p

)|T |
μ (AT,1)(4.5)

が成り立つ.

μがΩ上の直積確率測度であって, μ (ωs = 1) = p (∀s ∈ S)をみたすならば, p|T | = μ(ωt = 1 (∀t ∈
T )), (1− p)|T | = μ(ωt = 0 (∀t ∈ T ))であることより (4.5)の第二式は明らかに等号の形で成り立つ.

証明 (定理 4.5). A ∈ F , T ⊂⊂ Sとする. 任意の ε ∈ {0, 1}に対し (4.5)より

μ(AT,ε) = μ
[
μ
(
ωt = ε (∀t ∈ T ) | F T

)
1AT

]{ ≤ (1 − p)|T |μ(AT )
≥ p|T |μ(AT )

となるので, (4.5)を得る.

5 FKパーコレーションと粗視化

5.1 FKパーコレーション

FKパーコレーションとは, Fortuin-Kasteleynによって導入された {(p, q) : p ∈ [0, 1], q ∈ (0,∞)}
という二つのパラメータを持つパーコレーション模型であって, ランダム・クラスター模型とも呼
ばれる. この模型は, q = 1の時にはベルヌーイ・ボンド・パーコレーション ([Gri99, H92]参照)で
あり, q = 2の時には次節で述べる FK展開に由来するイジング模型との関連がある. より一般に,
q ∈ Nの時には q-状態ポッツ模型との関連がある. FKパーコレーションは q ∈ (0,∞)ならば定義可
能であるが, q ∈ [1,∞)では FKG不等式が成り立つのに対して, q ∈ (0, 1)では FKG不等式が成り
立たないので, ここでは q ∈ (0, 1)の場合は取り扱わない. また, q ∈ [1,∞)の場合に比べ q ∈ (0, 1)
の場合の研究に進展が見られないため, 他の専門書においても, q ∈ (0, 1)の場合の取り扱いは少な
い. FKパーコレーションについて詳しく知りたい方は, [Gri06]もしくはそこに挙げられている参考
文献をご覧頂きたい.
状態空間としてグラフの連結成分の配置から成る集合を取るために, 辺集合を準備する. 各Λ ⊂ Zd

に対し EΛ = {{x, y} : x, y ∈ Λであって x ∼ yである } とし, Ed = E�d とする. Λ ⊂⊂ Zdの時, EΛ

の辺の数を |EΛ| ∈ Nと表す. 状態空間として Ω̃ = {0, 1}�d
を取り, 直積位相を導入する. シグマ加

法族としてはボレル集合族を取り G と表す. また, Ω̃の元 (ωe)e∈�d を ωと表す. 各 Λ ⊂ Zdに対し
Ω̃Λ = {0, 1}�Λ とし, Ω̃Λの元 (ωe)e∈�Λ

を ωΛもしくは ωと表す. Ω̃Λを Ω̃の EΛへの制限とみなす
こともある. また, 各 Λ ⊂ Zd, ω̄ ∈ Ω̃に対し Ω̃ω̄

Λ = {ω ∈ Ω̃ : ωe = ω̄e (∀e �∈ EΛ)}とし, ω ∈ Ω̃ω̄
Λも

(ωe)e∈�Λ
と表す. Ω̃から Ω̃Λへの (正)射影によって導かれるシグマ加法族を GΛと表す. 連続関数の

族 C̃Λと C̃ をそれぞれ

C̃Λ = {g | g : Ω̃ → Rは GΛ-可測である }, C̃ =
⋃

Λ⊂⊂�d

C̃Λ
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と定める. 混乱の恐れがないので表記の簡単の為に, g : Ω̃Λ → Rであることを g ∈ C̃Λとも表す. 単
調増加関数や単調増加事象等を, イジング模型の場合と同様に定める. C̃Λ, C̃ に対しイジング模型
の注意 2.2と同様のことが成り立つ. 各 E,F ⊂ Edを F ⊂ Eをみたすように取る時, G F

E を Ω̃から
{0, 1}E\F への (正)射影によって導かれるシグマ加法族として定める.
各 ω ∈ Ω̃に対して, グラフ (Zd, {e ∈ Ed : ωe = 1})の各連結成分を (ωにおける)クラスターと

呼び, x ∈ Zdを含むクラスターを Cx(もしくは Cx(ω))と表す. 無限個の場合も含めて Cxの頂点数
を |Cx| ∈ N ∪ {∞}と表す. 各 x, y ∈ Zdに対して, y ∈ Cx(または同値な条件の x ∈ Cy)である時,
x ←→ yと表し xと yは繋がっていると言う. また, y �∈ Cx(または同値な条件の x �∈ Cy)である時,
x |←→ yと表し xと yは繋がっていないと言う. |Cx| = ∞の時には x ←→ ∞と表し, |Cx| < ∞の
時には x |←→ ∞と表す. Δ,Λ ⊂ Zdに対して, 二つの事象 {Δ ←→ Λ}, {Δ |←→ Λ}をそれぞれ

{Δ ←→ Λ} = {ある x ∈ Δと y ∈ Λが存在し x ←→ yである },
{Δ |←→ Λ} = {任意の x ∈ Δと y ∈ Λに対し x |←→ yである }

と定める. Δ,Λ ⊂ Zdを ∅ �= Δ ⊂ Λをみたすように取り, ω ∈ Ω̃Δ, ω̄ ∈ Ω̃Λとする時, ωΔω̄ ∈ Ω̃Λを

(ωΔω̄)e = ωe (e ∈ EΔ), (ωΔω̄)e = ω̄e (e ∈ EΛ\EΔ)

と定める. Λ ⊂⊂ Zdに対し Ω̃上の関数 kΛを

kΛ(ω) = �{C : Cはクラスターであって C ∩ Λ �= ∅である }

と定める. すなわち, kΛは Λと共通部分を持つクラスターの個数を表す.
q ≥ 1とする (以後は特に断りなく q ≥ 1とする). 各 Λ ⊂⊂ Zd, p ∈ [0, 1]に対して, 境界条件

ω̄ ∈ Ω̃を持つ EΛ上の (有限体積)ランダム・クラスター測度 φp,q
Λ,ω̄ とは,

φp,q
Λ,ω̄(ω) =

1
ZΛ,ω̄(p, q)

⎛⎝ ∏
e∈�Λ

pωe(1 − p)1−ωe

⎞⎠ qkΛ(ωΛω̄) (ω ∈ Ω̃Λ)

で与えられる Ω̃Λ上の確率測度のことを言う. ただし, ZΛ,ω̄(p, q)は正規化定数である. 議論によって
は, φp,q

Λ,ω̄ を φp,q
Λ,ω̄(Ω̃ω̄

Λ) = 1 である Ω̃上の確率測度とみなす. 各 g ∈ C̃ に対する平均 φp,q
Λ,ω̄[g]は, φp,q

Λ,ω̄

を Ω̃または Ω̃ω̄
Λ 上の確率測度として定める. 特に, ω̄ ≡ 1の時は記号 wを用いて φp,q

Λ,w, kΛ,w 等と,
ω̄ ≡ 0の時は記号 f を用いて φp,q

Λ,f , kΛ,f 等と表す. 各N ∈ Nに対して, ΛN と添字付けるべき場合に

は略してN と添字付ける. ただし, ΛN = (−N/2, N/2]d ∩ Zdである. 各 e ∈ Edに対し Ω̃e上のラン
ダム・クラスター測度としては, φp,q

e,w, φ
p,q
e,f の二つが存在し

φp,q
e,w(ωe = 1) = p, φp,q

e,f (ωe = 1) =
p

p+ q(1 − p)
(5.1)

である.
任意にΔ,Λ ⊂⊂ Zdを ∅ �= Δ ⊂ Λをみたすように取ると, 各 ω̄ ∈ Ω̃, p ∈ [0, 1]に対し

φp,q
Λ,ω̄[g] =

∫
�ΩΛ

φp,q
Δ,ωΔω̄[g] dφp,q

Λ,ω̄(ω) (∀g ∈ C̃ )(5.2)

が成り立つ. さらに, φp,q
Λ,ω̄ が (2.4)をみたすことより, イジング模型の場合と同様に,

φp,q
Δ,f � φp,q

Λ,f � φp,q
Λ,ω̄ � φp,q

Λ,w � φp,q
Δ,w (∀ω̄ ∈ Ω̃)(5.3)
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が成り立つ. すなわち, 任意の単調増加関数 g ∈ C̃ に対し

φp,q
Λ,f [g] ≤ φp,q

Λ,ω̄[g] ≤ φp,q
Λ,w[g] (∀ω̄ ∈ Ω̃), φp,q

Δ,f [g] ≤ φp,q
Λ,f [g], φp,q

Λ,w[g] ≤ φp,q
Δ,w[g]

が成り立つ. 例えば, 1{O←→∂inΔ}は単調増加関数である. (5.3)より Λ ↗ Zdとすると, 弱収束極限
(熱力学極限とも呼ぶ)

φp,q
f = lim

Λ↗�d
φp,q

Λ,f , φp,q
w = lim

Λ↗�d
φp,q

Λ,w(5.4)

がそれぞれ存在し, φp,q
f , φp,q

w は平行移動不変測度であって

φp,q
f � φp,q

w(5.5)

が成り立つ. また, 正規化定数を用いてイジング模型の時と同様に定まる自由エネルギーの性質よ
り, 高々可算個の p ∈ (0, 1)を除いて φp,q

f = φp,q
w が分かる. さらに, g ∈ C̃ を単調増加関数とすると,

φp,q
Λ,ω̄[g], φp,q

f [g], φp,q
w [g] はそれぞれ p ∈ [0, 1]に関して単調増加となる. それ故, ε = wもしくは f に

対しパーコレーション確率を

θ∗(p, q) = φp,q
ε (O ←→ ∞) = lim

N→∞
φp,q

ε (O ←→ ∂inΛN )

と定めると,

pc(q, d) = inf{p ∈ [0, 1] : θw(p, q) > 0} = inf{p ∈ [0, 1] : θf (p, q) > 0}

として臨界確率 pc(q, d) ∈ (0, 1)が定まり,

θε(p, q) = 0 (p < pc(q, d)), θε(p, q) > 0 (p > pc(q, d))

が成り立つ. 臨界確率は一次元の場合を除いて非自明である. すなわち, 各 q ≥ 1に対し

pc(q, d) = 1 (d = 1), pc(q, d) ∈ (0, 1) (d ≥ 2)(5.6)

である.

注意 5.1. Λ ⊂⊂ Zd, ω, ω̄ ∈ Ω̃とする.

(1) kΛは単調減少関数である.
(2) ∅ �= Δ̄ ⊂ Λとする. この時, 全ての e ∈ {{x, y} ∈ Ed : x ∈ Δ, y ∈ ∂exΔ}に対し ωe = 0ならば,

kΛ,f (ω) = kΔ,f (ω) + kΛ\Δ,f である.
(3)全ての e ∈ E∂inΛに対し ωe = 0ならば, kΛ,f (ωΛω̄)は ω̄に関して定数である.
(4) q = 1の時は境界条件依存性が消え, FKパーコレーションはベルヌーイ・ボンド・パーコレー
ションと一致する.

(5)ある p0 = p0(q, d) ∈ (0, 1)が存在して, 全ての p > p0に対し θw(p, q) = θf (p, q)が成り立つ.
(6)一般に θw(p, q) �= θf (p, q)となる p ∈ [pc(q, d), p0)は存在しても高々可算個であるが, それ以上
のことは知られていない (定理 5.6参照). ただし, p0は上記 (5)で定めたものであって, (5.5)よ
り θw(p, q) �= θf (p, q)と θw(p, q) > θf (p, q)とは同値である.

定理 5.2. θw(p, q)は p ∈ [0, 1)において右連続であって,

lim
N→∞

φp,q
N,w(O ←→ ∂inΛN ) = θw(p, q) (∀p ∈ [0, 1])(5.7)

が成り立つ. また, θf (p, q)は p ∈ (0, 1]\{pc(q, d)}において左連続である.
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証明. (5.7)を示せば θw(p, q)の右連続性は明らかである. p ∈ [0, 1]とする. M,N ∈ NをM < N と
取ると (5.3)と (5.4)より

θw(p, q) ≤ φp,q
N,w(O ←→ ∂inΛN ) ≤ φp,q

N,w(O ←→ ∂inΛM )

となるので, N → ∞, M → ∞として (5.7)を得る. θf (p, q)の左連続性の証明は (簡単ではないの
で)省略する.

(5.2)と注意 5.1より, φp,q
Λ,f , φ

p,q
Λ,wは次の定理 5.3(所謂マルコフ性)をみたす (証明省略).

定理 5.3. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, p ∈ [0, 1]を取る. この時, Δ ⊂ Zdを ∅ �= Δ̄ ⊂ Λとして,

D =
{
ωe = 0

(
∀e ∈ EΛ\(EΔ ∪ EΛ\Δ)

)}
,

I =
{
ωe = 1

(
∀e ∈ E∂inΔ ∪ E∂in(Λ\Δ)

)}
とすると,

φp,q
Λ,f [g1g2 | D] = φp,q

Δ,f [g1]φ
p,q
Λ\Δ,f [g2] (∀g1 ∈ C̃Δ, g2 ∈ C̃Λ\Δ),

φp,q
Λ,w[g1g2 | I] = φp,q

Δ,w[g1 | I]φp,q
Λ\Δ,w[g2 | I] (∀g1 ∈ C̃Δ, g2 ∈ C̃Λ\Δ),

が成り立つ.

(5.1), (5.2)より, φp,q
Λ,ω̄ は次の定理 5.4(有限エネルギー性) をみたす (証明省略).

定理 5.4. 任意に Λ ⊂⊂ Zd, ω̄ ∈ Ω̃, p ∈ [0, 1]を取る. この時, 各 {x, y} ∈ EΛ, ω ∈ Ω̃Λに対し

φp,q
Λ,ω̄(ξe = 1 | G e

E)(ω) =

{
p

(
y ∈ Cx

(
(ωe,0)Λω̄

))
,

p
p+q(1−p)

(
y �∈ Cx

(
(ωe,0)Λω̄

))
が成り立つ. ただし, e = {x, y}, E = EΛであって, ωe,0 ∈ Ω̃Λは

(ωe,0)e = 0, (ωe,0)b = ωb (b ∈ EΛ\{e})

として定まるものである.

5.2 粗視化 (Pisztora’s coarse graining)の準備

この小節では d ≥ 3として, [P96]において提案された FKパーコレーションにおける粗視化の準
備について述べる. 本稿で言う粗視化とは概略的に, Ω̃N 上の良い事象 Gを取り, 各 x ∈ (LZd)に対
し Gに対応する Ω̃(x+ΛL)上の事象 Gxを定めXx = 1Gx とし, 模型 (X(Lx))x∈�d をベルヌーイ・サイ
ト・パーコレーションとの比較によって解析することである. ただし, L,N ∈ Nは L ≤ N をみたす
とし, 良い事象とは起こる確率が 1に近い事象を意味する.
ランダム・クラスター測度 φp,q

Λ,ω̄ は FKG不等式をみたすので, 任意に単調増加事象A ⊂ Ω̃Λを取
ると

φp,q
Λ,ω̄[g | A] ≥ φp,q

Λ,ω̄[g] (全ての単調増加関数 g : Ω̃Λ → R)(5.8)

が成り立つ. すなわち,

φp,q
Λ,ω̄(· | A) � φp,q

Λ,ω̄
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である. また, φp,q
Λ,ω̄は (5.3)と同様の方程式をみたす. それ故, 応用上の都合も考慮して, φp,q

Λ,f とFKG

不等式の意味において比較可能な Ω̃Λ上の確率測度の族R(�s, p, q,Λ)を次のように定める. ただし,
Λ ⊂⊂ Zd, p ∈ [0, 1]である: 各 ω ∈ Ω̃Λ, E ⊂ EΛに対し [ωE ]Λ ⊂ Ω̃Λを

[ωE]Λ =
{
ω′ ∈ Ω̃Λ :全ての e ∈ Eに対し ω′e = ωeである

}
と定める. Ω̃Λ上の確率測度 φが φ ∈ R(�s, p, q,Λ)であるとは,

∀ω ∈ Ω̃Λ, E ⊂ EΛ, φ(· | [ωE ]Λ) � φp,q
Λ,f (· | [ωE ]Λ)

をみたす時に言う. ここで, 各 ω̄ ∈ Ω̃に対し φp,q
Λ,ω̄ が (2.4)みたすことより,

{φp,q
Λ,ω̄ : ω̄ ∈ Ω̃} ⊂ R(�s, p, q,Λ)

であることに注意する ([P96, Gri06]参照).

定義 5.5. 各 L,N ∈ Nに対し

S(N,L) =
(
(−N/2, N/2]d−1 × (−L/2, L/2]

)
∩ Zd

とする. 任意に L ∈ Nを取る毎に,

p̂(L, q, d) = inf
{
p ∈ [0, 1] : lim inf

N→∞
inf

x∈S(N,L)
φp,q

S(N,L),f (O ←→ x) > 0
}

として臨界値 p̂(L, q, d) ∈ [pc(q, d), 1)を定めると, p̂(L, q, d)の L ↗ ∞における単調減少極限

p̂(L, q, d) ↘ p̂c(q, d) (L ↗ ∞)(5.9)

として臨界値 p̂c(q, d) ∈ [pc(q, d), 1)が定まる. この臨界値 p̂c(q, d)を slab thresholdと呼ぶ.

ここで, p̂(L, q, d)の定義において x ∈ S(N,L)に関する下限を取っている為に, p̂(L, q, d)が Lに
関して単調減少であることは自明ではないこと, および, p̂(L, q, d) < 1は自明ではないことに注意
する.

定理 5.6. d ≥ 3とし q = 2とする. この時,

p̂c(2, d) = pc(2, d)(5.10)

および

θw(p, q) = θf (p, q) (∀p ∈ [0, 1]\{pc(2, d)})(5.11)

が成り立つ.

証明は省略する. (5.10)は [B05]において表面張力に関する精密な解析を実行することによって
示され, (5.11)は [B06]において粗視化と比較定理を用いて示された. [B06]における粗視化は, 本稿
で紹介した (局所的な)粗視化を基本としているが, パーコレーションの情報も用いることから大局
的なものとなる. それ故, (どの形であっても)比較定理の仮定をみたすことは自明ではなく, 巧妙に
パイエルス型議論を展開することによって (4.3)を導いている. 次節で述べる定理 6.5を合わせて用
いるとこの定理 5.6より, (相転移下の)高次元イジング模型においても平行移動不変ギブス測度は
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μβ
+, μ

β
−に限るという, 長年未解決であった問題が肯定的に導かれた. 二次元イジング模型において

は, Aizenmanと樋口により独立に, (相転移下であっても)任意のギブス測度は μβ
+と μβ

− の一次結
合として表されることが示されている.
この小節の結果を述べるために次の概念を導入する. 各 l > 0に対し

B(l) = {Λ ⊂ Zd :ある x ∈ Zdが存在して Λ = x+ ((−l/2, l/2]d ∩ Zd)である }

と定める. a1, . . . , ad, b1, . . . , bd ∈ Zを ai < bi (1 ≤ ∀i ≤ d)をみたすように取り, B = ([a1, b1] ×
· · · × [ad, bd]) ∩ Zdとする. 箱Bの境界 ∂inBを次のように分類する: 各 α ∈ {1, . . . , d}に対し

∂α,−B = ∂inB ∩ {x ∈ Rd : xα = aα}, ∂α,+B = ∂inB ∩ {x ∈ Rd : xα = bα}

と定める. 各 C ⊂ Zdに対し diam∞(C) = sup{d∞(x, y) : x, y ∈ C}と定める. 各 Λ ⊂ Zd, ω ∈ Ω̃Λ

に対して, (Λ, {e ∈ EΛ : ωe = 1})の各連結成分をΛ内のクラスターと呼びC(Λ)と表す. 特に, x ∈ Λ
を含む Λ内のクラスターを Cx(Λ)と表す. 混乱の恐れがない場合には, 記号から Λを省略しそれぞ
れC,Cxと表す. 各 x, y ∈ Λに対して, y ∈ Cx(Λ)である時には {Λ内で x ←→ y}と表し, y �∈ Cx(Λ)
である時には {Λ内で x |←→ y}と表す.

定義 5.7. (1) α ∈ {1, . . . , d}とする. クラスターC(B)がBをα-横断するとは, C(B)∩∂α,−B �= ∅
かつ C(B) ∩ ∂α,+B �= ∅である時に言う.

(2) {α1, . . . , αk} ⊂ {1, . . . , d}(1 ≤ k ≤ d)とする. クラスター C(B)が Bを (α1, . . . , αk)-横断す
るとは, 任意の 1 ≤ i ≤ kに対し C(B) ∩ ∂αi,−B �= ∅かつ C(B) ∩ ∂αi,+B �= ∅である時に言う.

(3)クラスター C(B) が B を横断するとは, 任意の 1 ≤ i ≤ d に対し C(B) ∩ ∂i,−B �= ∅ かつ
C(B) ∩ ∂i,+B �= ∅である時に言う.

(4) Bを横断するクラスターが存在する時, 単に Bを横断すると言う. また, (α1, . . . , αk)-横断に
ついても同様である.

粗視化に用いる三つの事象を定める. 各N ∈ Nに対し

U(N) = {ΛNを横断する ΛN 内のクラスター C∗が唯一存在する }

と定める. ただし, ΛN = (−N/2, N/2]d ∩ Zdである. N上の関数の族Gを G = {g : N → (0,∞) :
g(N) ≤ N − 1 (∀N ∈ N)} とする. 各 g ∈ Gに対し

Rg(N) = U(N) ∩
{
C∗以外には, diam∞(C(ΛN )) ≥ g(N)をみたす

ΛN 上のクラスター C(ΛN )は存在しない

}
,

Og(N) = Rg(N) ∩
{
C∗が横断しないQ ∈ B(g(N))は

ΛN 内には存在しない

}

と定める. すなわち,

Rg(N) = U(N) ∩
{
C(ΛN )が diam∞(C(ΛN )) ≥ g(N)をみたすならば,

C(ΛN ) = C∗である

}
,

Og(N) = Rg(N) ∩
{
Q ∈ B(g(N))がQ ⊂ ΛN をみたすならば,

C∗はQを横断する

}
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である. これらの事象 U(N), Rg(N), Og(N)は全て, 単調増加でも単調減少でもないことに注意す
る. 各 κ > 0に対し

Gκ =
{
g ∈ G : lim inf

N→∞
g(N)/ logN > κ

}
とする.

定理 5.8. d ≥ 3として, 任意に p > p̂c(q, d)を取る. この時,

lim sup
N→∞

1
N

log

(
sup

φ∈R(�s,p,q,N)
φ (U(N)c)

)
< 0(5.12)

が成り立つ. さらに, ある κ0 = κ0(p, q, d) ∈ (0,∞)が存在して, 任意の κ > κ0に対し

∀g ∈ Gκ, lim sup
N→∞

1
g(N)

log

(
sup

φ∈R(�s,p,q,N)
φ (Og(N)c)

)
< 0(5.13)

が成り立つ.

定理 5.8を証明する前に, 二つの補題とその証明を述べる.

補題 5.9. d ≥ 3として, 任意に p > p̂c(q, d)を取る. この時, ある L0 = L0(p, q, d) ∈ Nが存在して,
任意の L ≥ L0に対し

lim inf
N→∞

inf
x,y∈S(N,L)

φp,q
S(N,L),f (x ←→ y) > 0,(5.14)

lim inf
N→∞

inf
x∈S(N,L)

φp,q
S(N,L),f

(
Cxは S(N,L)を (1, . . . , d− 1)-横断する

)
> 0(5.15)

が成り立つ.

証明. p > p̂c(q, d)とすると (5.9)より, ある L0 = L0(p, q, d) ∈ Nが存在して p > p̂(L0, q, d)となる.
従って, 適当に δ > 0を取るとあるN0 ∈ Nが存在して

∀N ≥ N0, inf
x∈S(N,L0)

φp,q
S(N,L0),f

(O ←→ x) > δ

となる. 従って, FKG不等式より

∀N ≥ N0, inf
x,y∈S(N,L0)

φp,q
S(N,L0),f (x ←→ y)

≥ inf
x,y∈S(N,L0)

φp,q
S(N,L0),f (O ←→ x)φp,q

S(N,L0),f (O ←→ y)

> δ2

となるので, (5.14) を得る. さらに, 各 N ∈ N, i = 1, . . . , d, ε = +,− に対し適当に y
(N)
i,ε ∈

∂i,εS(N,L0)を取ると

{Cx(S(N,L0))は S(N,L0)を (1, . . . , d− 1)-横断する }

⊃
⋂

1≤i≤d

(
{x ←→ y

(N)
i,+ } ∩ {x ←→ y

(N)
i,− }

)
となるので, (5.14)と同様にして (5.15)を得る.
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クラスター C に対し

diam∞,i(C) = sup{|xi − yi| : x, y ∈ C} (1 ≤ i ≤ d)

を C の i-直径と呼ぶ. 各 g ∈ G, 1 ≤ i ≤ d, N ∈ Nに対して, 事象Ag
i (N)を

Ag
i (N) =

{
ΛN を i-横断するクラスターが唯一存在して,

それ以外のクラスターの i-直径は g(N)未満である

}

と定める. すなわち,

Ag
i (N) =

{
クラスター C(N)が diam∞,i(C(N)) ≥ g(N)をみたすならば,
C(N)は唯一存在する ΛN を i-横断するクラスターである

}

である. ただし, C(N)はΛN 内のクラスターを表し, C(ΛN )を略記したものである. 事象Ag
i (N)は

単調増加でも単調減少でもないことに注意する.

補題 5.10. d ≥ 3として, 任意に p > p̂c(q, d)を取る. この時,

lim sup
N→∞

1
N

log φp,q
N,f (ΛNを横断しない) < 0(5.16)

が成り立つ. さらに, ある κ0 = κ0(p, q, d) ∈ (0,∞)が存在して, 任意の κ > κ0に対し

∀g ∈ Gκ, 1 ≤ ∀i ≤ d, lim sup
N→∞

1
g(N)

log

(
sup

φ∈R(�s,p,q,N)
φ (Ag

i (N)c)

)
< 0(5.17)

が成り立つ.

証明. p > p̂c(q, d)とすると補題 5.9より, 適当に δ > 0を取るとある L,N0 ∈ Nが存在して, 任意の
N ≥ N0に対し

inf
x,y∈S(N,L)

φp,q
S(N,L),f (x ←→ y) > δ,(5.18)

inf
x∈S(N,L)

φp,q
S(N,L),f

(
Cxは S(N,L)を (1, . . . , d− 1)-横断する

)
> δ(5.19)

が成り立つ. 以後の証明ではN ≥ N0とする. d-方向に平行移動した S(N,L)をできるだけ用いて
ΛN を分割する. 各 k ∈ Nに対し

Sk = ΛN ∩
{
x ∈ Zd : −N

2
+ (k − 1)L < xd ≤ −N

2
+ kL

}
として, k0 = sup{k ∈ N : Sk ⊂ ΛN}とする. この時, 任意の 1 ≤ k ≤ k0に対し Sk は S(N,L)を d-
方向に平行移動したものとなる. 各 1 ≤ k ≤ k0に対し Tk = S1 ∪ · · · ∪ Sk としておく.
まず (5.16)を示す. 明らかに,

φp,q
N,f (ΛNを横断しない)(5.20)

≤ φp,q
N,f (ΛNを d-横断しない) + φp,q

N,f (ΛNを d-横断するが横断はしない)

であって,

φp,q
N,f (ΛNを d-横断しない) = φp,q

N,f (ΛNを 1-横断しない)
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である. (5.20)の右辺第一項を評価する. 単調減少事象Dを

D = {ωe = 0 (∀e ∈ EN\(ES1 ∪ · · · ∪ ESk0
)}

と定めると, 定理 5.3より

φp,q
N,f (· | D) =

k0+1∏
k=1

φp,q
Sk,f

であって, FKG不等式より

φp,q
N,f � φp,q

N,f (· | D)

である. 従って, {ΛNを 1-横断しない }の単調減少性と (5.20)より

φp,q
N,f (ΛNを 1-横断しない)(5.21)

≤ φp,q
N,f

(
k0⋂

k=1

{Skを 1-横断するクラスター C(Sk)は存在しない }
∣∣∣∣∣ D

)

=
k0∏

k=1

φp,q
Sk,f (Skを 1-横断しない)

≤ (1 − δ)
N
L
−1

を得る. (5.20)の右辺第二項を評価する. 各 z ∈ ∂d,−ΛN に対し

Cz = {Cz(N)は ΛN を d-横断するが (1, . . . , d− 1)-横断しない}

と定め, 各 1 ≤ k ≤ k0に対し

Cz,k = {Cz(Tk)は Tk を d-横断するが (1, . . . , d− 1)-横断しない}

と定める. この時, Cz,1 ⊃ · · · ⊃ Cz,k0 ⊃ Cz となるので, T0 = z, Cz,0 = Ω̃N として

0 ≤ ∀k ≤ k0 − 1, φp,q
N,f (Cz,k+1 | GTk

) ≤ 1 − p̃δ

(
p̃ =

p

p+ q(1 − p)

)
(5.22)

を示せばよい. なぜなら, (5.22)より

φp,q
N,f (Cz) ≤ φp,q

N,f

[
φp,q

N,f

(
Cz,k0 | GTk0−1

)
; Cz,k0−1

]
≤ (1 − p̃δ)φp,q

N,f (Cz,k0−1)
...

≤ (1 − p̃δ)
N
L
−1

が成り立つので,

φp,q
N,f (ΛNを d-横断するが横断はしない) ≤ Nd−1 sup

z∈∂d,−ΛN

φp,q
N,f (Cz)(5.23)

≤ Nd−1 (1 − p̃δ)
N
L
−1
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を得るからである. 明らかに, (5.20)と (5.21), (5.23)のそれぞれの評価より (5.16)が分かる.
これより (5.22)示す. 0 ≤ k ≤ k0 − 1とする. φp,q

N,f (Cz,k+1 | Cc
z,k) = 0なので事象 Cz,k上で考えれ

ばよい. この時,

zk(ω) ∈ Cz(Tk, ω) ∩ ∂d,+Tk

をGTk
-可測であるように選べる. 例えば, ∂d,+Tkにあらかじめ全順序を付けておきCz(Tk, ω)∩∂d,+Tk

に属する最小の頂点を取ればよい. さらに,

z′k(ω) ∈ Sk, z′k(ω) ∼ zk(ω), bk(ω) = {zk(ω), z′k(ω)}

とすると, (5.19)と FKG不等式より

φp,q
N,f (Cz,k+1 | GTk

)

≤ 1 − φp,q
N,f (Cz(Tk+1)は Tk+1を (1, . . . , d− 1)-横断しない | GTk

)

≤ 1 − φp,q
N,f (ωbk

= 1 | GTk
)φp,q

N,f

(
Cz′kは Sk+1を (1, . . . , d− 1)-横断しない | GTk

)
≤ 1 − p̃δ

が成り立つので, (5.22)を得る.
次に i = dとして (5.17)を示すが, その証明手順は (5.16)と同様なので略証とする. φ ∈ R(�s

, p, q,N)とする. 各 x ∈ ∂d,−ΛN , y ∈ ΛN に対し

C(x,y) =

{
Cx ∩ ∂d,+ΛN �= ∅かつ Cx ∩ Cy = ∅であって,
Cy ∩ {z ∈ ΛN : zd ≥ yd + g(N)} �= ∅である

}

と定め, 一様に

φ(C(x,y)) ≤
(
1 − p̃2δ

) g(N)
L
−1

が成り立つことを示す. 表記の簡単の為に, y ∈ ∂d,−ΛN , y �∼ xとする. k′0 = sup{k ∈ N : z ∈
Tkならば zd < g(N)である }として, 各 1 ≤ k ≤ k′0に対し

C(x,y),k = {Cx(Tk) ∩ Cy(Tk) = ∅であって Cx(Tk) ∩ ∂d,+Tk �= ∅である}

と定める. この時, C(x,y),1 ⊃ · · · ⊃ C(x,y),k′
0
⊃ C(x,y) となるので, T0 = {x, y}, C(x,y),0 = Ω̃N として

0 ≤ ∀k ≤ k′0 − 1, φp,q
N,f

(
C(x,y),k+1 | GTk

)
≤ 1 − p̃2δ(5.24)

を示せばよい. 0 ≤ k ≤ k′0 − 1として事象 Cz,k上で考えると,

xk(ω) ∈ Cz(Tk, ω) ∩ ∂d,+Tk, yk(ω) ∈ Cz(Tk, ω) ∩ ∂d,+Tk

のそれぞれを GTk
-可測であるように選べる. さらに,

x′k(ω) ∈ Sk+1, x′k(ω) ∼ xk(ω), b
(1)
k (ω) = {xk(ω), x′k(ω)}

y′k(ω) ∈ Sk+1, y′k(ω) ∼ yk(ω), b
(2)
k (ω) = {yk(ω), y′k(ω)}
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とすると, (5.18)と FKG不等式より

φ
(
C(x,y),k | GTk

)
≤ 1 − φ (y ∈ Cx(Tk+1) | GTk

)

≤ 1 − φp,q
N,f (y ∈ Cx(Tk+1) | GTk

)

≤ 1 − φp,q
N,f

(
ω

b
(1)
k

= 1, ω
b
(2)
k

= 1 | GTk

)
φp,q

N,f

(
y′k ∈ Cx′

k
(Tk+1) | GTk

)
≤ 1 − p̃2δ

が成り立つので, (5.24)を得る. ただし, 最後の不等号では

φp,q
N,f

(
y′k ∈ Cx′

k
(Tk+1) | GTk

) ∣∣∣∣∣x′
k
(ω)=x′

k
y′
k
(ω)=y′

k

≥ φp,q
Tk+1,f

(
y′k ←→ x′k

)

を用いた.

証明 (定理 5.8). (5.12)は, 任意のN ∈ Nに対し事象 ΛNを横断しないの単調減少性より

∀φ ∈ R(�s, p, q,N), φ(ΛNを横断しない) ≤ φp,q
N,f (ΛNを横断しない)

となることに注意すると, (5.16)と g(N) = N − 1とした (5.17)より従う.
(5.13)を示す. g ∈ Gκとする (κ > 0は最後に決める). 明らかに,

Rg(N)c ⊂ U(N)c ∪
(

d⋃
i=1

Ag
i (N)c

)
であるので, (5.12), (5.17)より κ > κ0ならば

lim sup
N→∞

1
g(N)

log

(
sup

φ∈R(�s,p,q,N)
φ (Rg(N)c)

)
< 0(5.25)

が成り立つ. ただし, κ > κ0は補題 5.10で定まるものである. φ ∈ R(�s, p, q,N)とすると, FKG不
等式と (5.16)より, ある c, C ∈ (0,∞)が存在して任意のN ∈ N, Q ∈ B(g(N)) (Q ⊂ ΛN )に対し

φ (Qを横断するクラスター C(Q)は存在しない) ≤ φp,q
Q,f (Qを横断しない)

≤ Ce−cg(N)

が成り立つ. 従って,

φ (Og(N)c) ≤ φ (Rg(N)c)(5.26)

+
(
|ΛN |

2

)
sup

Q∈�(g(N))
Q⊂ΛN

φ (Qを横断するクラスター C(Q)は存在しない)

≤ φ (Rg(N)c) + CN2de−cg(N)

が成り立つ. κ > max{κ0, 2d/c}ならば

lim sup
N→∞

1
g(N)

log
(
N2de−cg(N)

)
≤ 2d lim sup

N→∞

logN
log g(N)

− c ≤ 2d
κ

− c < 0

となるので, (5.25), (5.26)より (5.13)を得る.
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5.3 パーコレーション確率 θf

この小節では d ≥ 3として, (5.7)の f -境界条件版である定理 5.11について述べる. この定理も
[P96]において提案され, 補題 5.10と同様にして示された.

定理 5.11. d ≥ 3として, 任意に p > p̂c(q, d)を取る. この時,

lim
N→∞

φp,q
N,f (O ←→ ∂inΛN ) = θf (p, q)(5.27)

が成り立つ.

証明. p > p̂c(q, d)として, n,N ∈ Nを n < N となるように取る. さらに, δ > 0, L ∈ Nを (5.19)で
定められたものとし n > Lとする. この時, 補題 5.10の証明と同様にすると

sup
φ∈R(�s,p,q,N)

φ(O ←→ ∂inΛn, O |←→ ∂inΛN ) ≤ 2d (1 − p̃δ)
n
L
−1(5.28)

を得る. 従って, φ = φp,q
N,f として FKG不等式を用いると

φp,q
f (O ←→ ∂inΛn) ≥ lim sup

N→∞
φp,q

N,f (O ←→ ∂inΛN )

≥ lim inf
N→∞

φp,q
N,f (O ←→ ∂inΛN )

≥ φp,q
f (O ←→ ∂inΛn) − 2d (1 − p̃δ)

n
L
−1

となるので, n → ∞として (5.27)を得る.

5.4 粗視化 (Pisztora’s coarse graining)

この小節では, [P96]において提案されたFKパーコレーションにおける粗視化について述べる. ス
ケール k ∈ Nに対する粗視化における Zdを取っていることを明示する時には, xk ∈ Z, Λk ⊂ Zd等
のような記号を用いる. スケールを任意に固定した時や明示する必要のない時には, x ∈ Z, Λ ⊂ Zd

等のような記号を用いる. 本稿で言う粗視化とは概略的に, Ω̃N 上の良い事象 Gを取り, 各 x ∈ Zdに
対し Gに対応する Ω̃(Lx+ΛL)上の事象 Gxを定めXx = 1Gx とし, 模型 (Xx)x∈�d をベルヌーイ・サイ
ト・パーコレーションとの比較によって解析することである. ただし, L,N ∈ NはL ≤ Nをみたすと
し, 良い事象とは確率が 1に近い事象を意味する. 粗視化には, 事象 U(N), Rg(N), Og(N), Ag

i (N)
(N ∈ N, g ∈ G 1 ≤ i ≤ d)の他に, 各 δ > 0に対し

Vδ(N) = U(N) ∩
{
|ΛN |−1|C∗| ∈ (θf − δ, θw + δ)

}
として定める Vδ(N) も用いる. ただし, p ∈ [0, 1], q ≥ 1 が与えられる毎に θw = θw(p, q),
θf = θf (p, q)である. それ故, Vδ(N)c に対して定理 5.8と同様の評価が必要となるが, その時に
もRg(N), Ag

i (N)等を用いた粗視化を導入する. 粗視化を用いる時の利便性のために, 各K ∈ Nに
対しΔK をΔK = {−K, . . . ,K}dと定める. また, 各 Λ ⊂ Zd, x ∈ Zd, n ∈ Nに対し

Λ(x) = x+ Λ, nx = (nx1, . . . , nxd) (x = (x1, . . . , xd))

と定める.
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まず {|C∗| ≥ (θw + δ)|ΛN |}の確率を評価する. ここで,

∂C(N) = {C : C は ΛN 内のクラスターであって C ∩ ∂inΛN �= ∅である}

とすると, C∗ ∩ ∂inΛN �= ∅より明らかに C∗ ∈ ∂C(N)であるので,

{|C∗| ≥ (θw + δ)|ΛN |} ⊂

⎧⎨⎩ ∑
C∈∂� (N)

|C| ≥ (θw + δ)|ΛN |

⎫⎬⎭
が成り立つ.

補題 5.12. d ≥ 2として, 任意に p ∈ [0, 1]を取る. この時, 任意の δ > 0に対し

lim sup
N→∞

1
Nd

log

⎛⎝ sup
φ∈R(�s,p,q,N)

φ

⎛⎝ ∑
C∈∂� (N)

|C| ≥ (θw + δ)|ΛN |

⎞⎠⎞⎠ < 0(5.29)

が成り立つ.

証明. p ∈ {0, 1}の場合は明らかなので p ∈ (0, 1)とし, δ > 0とする. 主張に現れる事象が単調増加
なので,

lim sup
N→∞

1
Nd

log

⎛⎝φp,q
N,w

⎛⎝ ∑
C∈∂� (N)

|C(N)| ≥ (θw + δ)|ΛN |

⎞⎠⎞⎠ < 0(5.30)

を示せば (5.29)を得る. 任意に n ∈ Nを取り, k,N ∈ Nは (2k + 1)n ≤ N < (2k + 3)nをみたすと
する. 各 x ∈ Δkに対し

Yx = |{y ∈ Λn(nx) : Λn(nx)内で y ←→ ∂inΛn(nx)}|

と定める. この時, {Λn(nx);x ∈ Δk}は Λ(2k+1)nの分割となるので, 十分大きな kに対し

1
|ΛN |

∑
C∈∂� (N)

|C| < 1
|ΛN |

∑
x∈Δk

Yx +
δ

2

が成り立つ. 従って,

I =
⋂

x∈Δk

Ix, Ix =
{
ωe = 1 (∀e ∈ E∂inΛn(nx))

}
(x ∈ Δk)

とすると, FKG不等式より

φp,q
N,w

⎛⎝ ∑
C∈∂� (N)

|C| ≥ (θw + δ)|ΛN |

⎞⎠ ≤ φp,q
N,w

⎛⎝ 1
|ΛN |

∑
x∈Δk

Yx > θw +
δ

2

∣∣∣∣∣ I

⎞⎠(5.31)

を得る. 従って, 補題 5.3より {Yx}x∈Δk
が φp,q

N,w(· | I)の下で独立同分布となることに注意すると,

lim sup
n→∞

φp,q
n,w

[
|Λn|−1YO | IO

]
≤ θw(5.32)
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を示せば, (5.31)とクラメール (Cramér)の定理より (5.30)を得る. しかるに,

Qn = {x ∈ Λn : d∞(x, ∂inΛn) ≥
√
n/2}

とすると, (5.3)と定理 5.2より

lim sup
n→∞

φp,q
n,w

[
|Λn|−1YO | IO

]
= lim sup

n→∞

1
|Λn|

∑
x∈Qn

φp,q
n,w

(
x ←→ ∂inΛn | IO

)
≤ lim sup

n→∞

1
|Λn|

∑
x∈Qn

φp,q
Λ√

n(x),w

(
x ←→ ∂inΛ√n(x)

)
= θw

となるので, (5.32)を得る.

注意 5.13. φp,q
n,wの定義と YOの G

�∂inΛn
n -可測性より, (5.32)において

φp,q
n,w

[
|Λn|−1YO | IO

]
= φp,q

n,w

[
|Λn|−1YO

]
が成り立つ. また, φp,q

n,w(· | IO)を En−1 ∪ {{x, y} : x ∈ Λn−1, y ∈ ∂exΛn−1}上のw-境界条件を持つ
ランダム・クラスター測度と定めてもよい.

粗視化した模型の比較対象となるベルヌーイ・サイト・パーコレーションについて概略的にでは
あるが述べておく. 注意 5.1で述べたように, ベルヌーイ・ボンド・パーコレーションとは, q = 1の
場合のランダム・クラスター測度 φp,1

Λ (Λ ⊂ Zd, p ∈ [0, 1])を扱うことであるが, このことはすなわ
ち, Ω̃Λ上の同一分布から成る EΛ-直積測度の下でクラスターや横断等の概念を扱うことを意味して
いる. ただし, 記号から境界条件を省いた. 同様に (Λ上の)ベルヌーイ・サイト・パーコレーション
とは, {0, 1}Λ上の同一分布から成る Λ-直積測度

φp,s
Λ (η) =

∏
x∈Λ

pηx(1 − p)1−ηx ((ηx)x∈Λ ∈ {0, 1}Λ)

の下でクラスターや横断等の概念を扱うことである. ただし, p ∈ [0, 1]とし η = (ηx)x∈Λとする. こ
こで, (ηにおける)Λ内のクラスターとは ({x ∈ Λ : ηx = 1}, {{x, y} ∈ EΛ : ηx = ηy = 1}) の各連結
成分であって, 例えば横断の概念は定義 5.7と同様に定める. その他, 記号等も同様に定める. この
ベルヌーイ・サイト・パーコレーションにおける横断クラスターに対して, [DP96]により次の定理
5.14が知られている.

定理 5.14. d ≥ 2とする. 任意の δ ∈ (0, 1/2)に対しある p0 = p0(d, δ) ∈ (0, 1)が存在して,

∀p > p0 lim sup
k→∞

1
kd−1

logφp,s
Δk

({
横断クラスター C∗,sが唯一存在して

|C∗,s| ≥ (1 − δ)|Δk|をみたす

}c)
< 0

が成り立つ. ただし, Δk = {−k, . . . , k}dである.

証明は省略し注意のみを述べておく. これまでと異なりΛN ではなくΔkを後の都合の為に用いた
が, どちらを用いても本質的に違いはない. ε = wもしくは f に対し θε(p, q) ↗ 1 (p ↗ 1)であるこ
とより, φ(Vδ(N)c)(δ > 0, φ ∈ R(�s, p, q,N))を上から評価する為に, 十分 1に近い pに対するその
ベルヌーイ・サイト・パーコレーション版の評価を用いようとしていることになる. このことが少
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し奇妙に感じられる方のために, パイエルス型議論を用いると p = 1もしくは 0からの摂動的評価
が可能なことを注意しておく. δ ∈ (0, 1/2)より, |Cs| ≥ (1− δ)|ΛN |をみたすクラスターは存在すれ
ば唯一である. Zdにおける唯一の無限連結成分である無限クラスター Cs(∞)の ΛN 内における密
度 |Cs(∞) ∩ ΛN |/|ΛN |は, N → ∞とするとパーコレーション確率 θs(p)に概収束するので 1に近
い. さらに, ΛN 内のクラスターC∗,sは概ねCs(∞)∩ ΛN と一致すると考えてもよい. 減少オーダー
の冪 (d− 1)/dが現れる背景は, |C∗,s|と |∂exC

∗,s ∩ ΛN |の対数比である. ある γ ∈ (0, 1 − δ)に対し
て |C∗,s| = γNdとすると, 等周不等式よりある c(γ) > 0が存在して |∂exC

∗,s ∩ ΛN | ≥ c(γ)N (d−1)/d

となる. この時, x ∈ ∂exC
∗,s ∩ ΛN ならば ωx = 0であることより, ∂exC

∗,s ∩ ΛN が ∗-連結性と呼
ばれる連結性を持つ場合は, φ1−p,sの下で c(γ)N (d−1)/d以上の頂点数を持つ ∗-クラスターが現れて
いることになるが, この確率がN (d−1)/dのオーダーで指数減衰するのである. 残念ながら一般には,
∂exC

∗,s ∩ ΛN が複数の ∗-連結成分を持つ為に, 更なる議論が必要となる. このような背景から, 定理
5.14の証明には次の命題 5.15(証明省略)が α = (d− 1)/dとして用いられている.

命題 5.15. P を確率測度とし, 独立同分布である非負値確率変数列 (Ri)i≥1は

∀r ∈ (0,∞), P(R1 > r) ≤ exp(−crα)

をみたすとする. ただし, α ∈ (0, 1), c ∈ (0,∞)である. この時, 任意の r > P[R1]に対し

lim sup
n→∞

1
nα

logP
(

1
n

(R1 + · · ·Rn) > r

)
≤ −c(r − P[R1])

が成り立つ.

ここでは任意にΔ ⊂ Zdを取り, 各スケール n ∈ Nに対し粗視化 (Xx)x∈Δ = (XΔ,n
x )x∈Δ を次のよ

うに定める. 各 x ∈ Zdに対し

R
√

n/2
x (n) = Ux(n) ∩

{
C∗(Λn(nx))以外には, diam∞

(
C(Λn(nx))

)
≥ √

n/2をみたす
Λn(nx)上のクラスター C(Λn(nx))は存在しない

}
,

Ux(n) = {Λn(nx)を横断する Λn(nx)内のクラスター C∗(Λn(nx)) が唯一存在する}

と定める. ただし, 各 x ∈ Zd, Λ ⊂ Zdに対しΛ(x) = x+Λである. 各 x, y ∈ Zdを x ∼ y, y
i
−xi = 1

をみたすように取る. すなわち, yの第 i-座標の値だけが xのものより 1だけ大きいとする. nxと
nyを両端点とする線分と ∂inΛn(nx)との交わりをmx,y とする. 事象Kx,y(n),Ky,x(n)を

Kx,y(n) = Ky,x(n) =
{

Λn/4(mx,y)を i-横断する
}

と定め, 各 x ∈ Zdに対しKx(n)

Kx(n) =
⋂

y∈Δ;y∼x

Kx,y(n)

と定める. この時, 各 x ∈ Δに対しXΔ,n
x を

Xx(ω) = XΔ,n
x (ω) =

{
1

(
ω ∈ R

√
n/2

x (n) ∩ Kx(n)
)
,

0 (その他)
(5.33)
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と定める. ここで, Xx = Xy = 1 (x ∼ y, |xi − y
i
| = 1)ならば, Λn(nx) ∪ Λn(ny)を i-横断するクラ

スターが存在することに注意する. さらに, 定理 5.8(補題 5.10)より, ある c ∈ (0,∞)が存在して n

を十分大きく取ると

∀φ ∈ R(�s, p, q,Λ), φ
(
Xx = 1

∣∣∣ (Xy : y ∈ Δ, y �∼ x)
)
≥ 1 − exp

(
−c

√
n
)

(5.34)

が成り立つ. ただし, Λ = ∪y∈ΔΛn(ny)である. 定理 5.14と (5.33)より定まる粗視化を用いて次の
定理 5.16を示す.

定理 5.16. d ≥ 3として, 任意に p > p̂c(q, d)を取る. この時, 任意の δ > 0に対し

lim sup
n→∞

1
N

log

(
sup

φ∈R(�s,p,q,N)
φ
(
Vδ(N)

c
))

< 0(5.35)

が成り立つ.

証明. p > p̂c(q, d)とし δ ∈ (0, 1)とする. 定理 5.8と補題 5.12より

lim sup
n→∞

1
N

log

(
sup

φ∈R(�s,p,q,N)
φ
(
U(N) ∩ {|C∗| ≤ (θf − δ)|ΛN |}

))
< 0(5.36)

を示せば (5.35)を得る. 任意に k, n ∈ Nを取り, 表記上の簡単の為にN = (2k + 1)nとする. 粗視
化 (Xx)x∈Δk

で定まる事象 C(N)を

C(N) =

{
(Xx)x∈Δk

の意味で, Δkを横断するクラスター C∗が
唯一存在して |C∗| ≥ (1 − (δ/2))|Δk|をみたす

}
と定めると, 定理 4.3と定理 5.14より十分大きな nに対し

lim sup
n→∞

1
N

log

(
sup

φ∈R(�s,p,q,N)
φ (C(N)c)

)
< 0(5.37)

が成り立つ. 各 x ∈ Δkに対し

Yx =
∑

C∈� (Λn (nx))

|C|,

C(Λn(nx)) = {C : C は Λn(nx)内のクラスターであって diam∞(C) ≥ √
n/2をみたす }

とする. 定義より, x ∈ C∗ならば Yx = |C∗(Λn(nx))| である. 事象 U(N) ∩ C(N)上では,⋃
x∈C∗

C∗(Λn(nx)) ⊂ C∗(ΛN )

となるので,

|C∗(ΛN )| ≥
∑

x∈C∗
Yx ≥

∑
x∈Δk

Yx − δ

2
|ΛN |

となる. 従って,

U(N) ∩ C(N) ∩ {|C∗(ΛN )| ≤ (θf − δ)|ΛN |} ⊂

⎧⎨⎩ 1
|ΛN |

∑
x∈Δk

Yx ≤ θf − δ

2

⎫⎬⎭(5.38)
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が成り立つ. ここで, 事象
{
|ΛN |−1

∑
x∈Δk

Yx ≤ θf − (δ/2)
}
が単調減少であることに注意すると,

(5.37), (5.38)と FKG不等式より

lim sup
n→∞

1
N

logφp,q
N,f

⎛⎝ 1
|ΛN |

∑
x∈Δk

Yx ≤ θf − δ

2

∣∣∣∣∣ D

⎞⎠ < 0(5.39)

を示せば (5.36)を得る. ただし, 事象Dは

D = {ωe = 0 (∀e ∈ E)} , E = EN\
⋃

x∈Δk

EΛn(nx)

として定まる単調減少事象である. しかるに, 補題 5.3より {Yx}x∈Δk
は φp,q

N,w(· | D)の下で独立同分
布であって, FKG不等式より

lim inf
n→∞

1
|Λn|

φp,q
N,f

[
YO | D

]
= lim inf

n→∞
1

|Λn|
φp,q

n,f

[
YO

]
= lim inf

n→∞
1

|Λn|
∑

x∈Qn

φp,q
n,f

(
diam∞(Cx) ≥

√
n/2

)
≥ lim inf

n→∞
1

|Λn|
∑

x∈Qn

φp,q
Λ√

n(x),f

(
x ←→ ∂inΛ√n(x)

)
≥ θf

が成り立つので, クラメールの定理より (5.30)を得る. ただし,

Qn = {x ∈ Λn : diam∞(x, ∂inΛn) ≥
√
n/2}

である.

6 FK展開と表面張力

6.1 FK展開

この小節では q = 2として, 外部磁場を持たないイジング模型と FKパーコレーションとの FK展
開に由来する関連について述べる. FK展開は, q ∈ Nに対応するポッツ模型や外部磁場を持つイジ
ング模型の場合はもちろん, その他の一般的な模型に応用可能な手法である. まず, +-境界条件をは
じめとする境界条件を持つイジング模型との素直な対応を得るため, ランダム・クラスター測度 φp,q

Λ,ω̄

の定義に本質を変更することなく修正を加え, 新たなランダム・クラスター測度 Φp,q
Λ,π を定める. 次

小節以後の議論においても Φp,q
Λ,π を用いる方が便利である. また, Φp,q

Λ,π は [P96]で用いられているも
のとも異なることに注意する.

定義 6.1. 各 Λ ⊂ Zdに対し π(Λ) ⊂ ∂exΛを定める写像 π : Zd ⊃ Λ �→ π(Λ) ⊂ ∂exΛ の全体を Πと
表す. π ∈ Πを任意に取る. この πに対して, Eπ

Λ = EΛ ∪ {{x, y} ∈ Ed : x ∈ Λ, y ∈ π(Λ)}とし,
Ω̂π

Λ = {0, 1}�π
Λ と定める. また, Λπ = Λ∪π(Λ)とする. 各ω ∈ Ω̂π

Λに対して, (Λπ, {e ∈ Eπ
Λ : ωe = 1})

の各連結成分を (ωにおける)Λπ 上の (π-)クラスターと呼ぶ. Ω̂π
Λ上の関数 kΛ,π を

kΛ,π(ω) = �{C : C は Λπ 上の π-クラスターであって C ∩ π(Λ) = ∅である } (ω ∈ Ω̂π
Λ)
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と定める. すなわち, kΛ,π は π(Λ)と共通部分を持たない Λπ 上の π-クラスターの個数である. 各
Λ ⊂⊂ Zd, p ∈ [0, 1], q ∈ (0,∞)に対し Ω̂π

Λ上の確率測度 Φp,q
Λ,π を

Φp,q
Λ,π(ω) =

1
ZΛ,π(p, q)

⎛⎝ ∏
e∈�π

Λ

pωe(1 − p)1−ωe

⎞⎠ qkΛ,π(ω) (ω ∈ Ω̂π
Λ)

で与える. ただし, ZΛ,π(p, q)は正規化定数である. また, (w) ∈ Πを

(w)(Λ) = ∂exΛ (Λ ⊂ Zd)

として定める. 各N ∈ Nに対して, ΛN と添字付けるべき場合には略してN と添字付ける.

各 β > 0に対し pβ = 1 − exp(−2β)と定める. {±1}上の関数 δ·を

δ+1 = 1, δ−1 = 0

と定める. 各 σ ∈ Ω, e = {x, y} (x, y ∈ Zd)に対し σ(e) = σxσy と表す. 各 Λ ⊂ Zdに対し

OΛ(ω) = {e ∈ EΛ : ωe = 1} (ω ∈ Ω̃Λ)

と定める.
外部磁場 hを h = 0として記号から hを省略する. 導入の簡単の為に, まず自由境界条件の下での

イジング模型を考える. この時, 以下の FK展開によって正規化定数は

ZΛ(β) =
∑

σ∈ΩΛ

exp

⎛⎝β ∑
{x,y}∈�Λ

σxσy

⎞⎠
=

∑
σ∈ΩΛ

∏
{x,y}∈�Λ

(
e−β + (eβ − e−β)δσxσy

)

= eβ|�Λ |
∑

σ∈ΩΛ

∑
ω∈�ΩΛ

⎛⎝ ∏
e∈�Λ

pωe
β (1 − pβ)1−ωe

⎞⎠ ∏
e∈OΛ(ω)

δσ(e)

= eβ|�Λ |
∑

ω∈�ΩΛ

⎛⎝ ∏
e∈�Λ

pωe
β (1 − pβ)1−ωe

⎞⎠ 2kΛ,f (ω)

となる. ここで, 各 Λ ⊂ Zd, σ ∈ ΩΛに対し

OΛ(σ) = {{x, y} ∈ EΛ : σx = σy}

と定めると, ∏
e∈OΛ(ω)

δσ(e) = 1{OΛ(ω)⊂OΛ(σ)} (∀(σ, ω) ∈ ΩΛ × Ω̃Λ)

となるので, 任意の σ ∈ ΩΛに対し

μβ
Λ(σ) =

1
ZΛ,f (pβ , 2)

∑
ω∈�ΩΛ

1{OΛ(ω)⊂OΛ(σ)}
∏

e∈�Λ

pωe
β (1 − pβ)1−ωe

=
∫
�ΩΛ

2−kΛ,f (ω)1{OΛ(ω)⊂OΛ(σ)} dφ
pβ ,2
Λ,f (ω)
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が成り立つ.
次に+-境界条件を持つ ΛN 上のイジング模型を考える. 各 Λ ⊂ Zd, π ∈ Πに対し

Oπ
Λ(ω) = {e ∈ Eπ

Λ : ωe = 1} (ω ∈ Ω̃π
Λ),

Oπ
Λ(σ) = {{x, y} ∈ Eπ

Λ : σx = σy} (σ ∈ ΩΛ)

と定める. この時,

ZN,+(β) =
∑

σ∈Ω+
N

exp

⎛⎜⎝β ∑
{x,y}∈�(w)

N

σxσy

⎞⎟⎠
= eβ|�(w)

N |
∑

ω∈�Ω(w)
N

⎛⎜⎝ ∏
e∈�(w)

N

pωe
β (1 − pβ)1−ωe

⎞⎟⎠ ∑
σ∈Ω+

N

∏
e∈O

(w)
N (ω)

δσ(e)

= eβ|�(w)
N |

∑
ω∈�Ω(w)

N

⎛⎜⎝ ∏
e∈�(w)

N

pωe
β (1 − pβ)1−ωe

⎞⎟⎠ 2kN,(w)(ω)

となるので,

μβ
N,+(σ) =

∫
�Ω

(w)
N

2−kN,(w)(ω)1{O(w)
N (ω)⊂O

(w)
N (σ)} dΦ

pβ ,2

N,(w)(ω) (∀σ ∈ Ω+
N )

が成り立つ.
最後に境界条件 σ̄ ∈ Ωを持つ ΛN 上のイジング模型を考える. ω ∈ Ω̂(w)

N 上の事象 ∂exΛN (σ̄)を

∂exΛN (σ̄) = {∂exΛN (σ̄,+) |←→∂exΛN (σ̄,−)},
∂exΛN (σ̄,+) = {x ∈ ∂exΛN : σ̄x = +1}, ∂exΛN (σ̄,−) = {x ∈ ∂exΛN : σ̄x = −1}

と定める. この時,

ZN,σ̄(β) =
∑

σ∈Ωσ̄
N

exp

⎛⎜⎝β ∑
{x,y}∈�(w)

N

σxσy

⎞⎟⎠
= eβ|�(w)

N |
∑

ω∈�Ω(w)
N

⎛⎜⎝ ∏
e∈� (w)

N

pωe
β (1 − pβ)1−ωe

⎞⎟⎠ ∑
σ∈Ωσ̄

N

∏
e∈O

(w)
N (ω)

δσ(e)

= eβ|�(w)
N |

∑
ω∈�Ω(w)

N

⎛⎜⎝ ∏
e∈� (w)

N

pωe
β (1 − pβ)1−ωe

⎞⎟⎠ 2kN,(w)(ω)1∂exΛN (σ̄)(ω)

となるので,

μβ
N,σ̄(σ) =

∫
�Ω

(w)
N

2−kN,(w)(ω)1{O(w)
N (ω)⊂O

(w)
N (σ)}1∂exΛN (σ̄)(ω) dΦpβ ,2

N,(w)(ω) (∀σ ∈ Ωσ̄
N )

が成り立つ. ここで, 境界条件を持つイジング模型に対する FK展開をまとめておく.
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定理 6.2. 任意に β > 0を取り, pβ = 1 − exp(−2β)とする. この時, 任意のN ∈ N, σ̄ ∈ Ωに対し

μβ
N,σ̄(σ) =

∫
�Ω

(w)
N

2−kN,(w)(ω)1{O(w)
N (ω)⊂O

(w)
N (σ)}1∂exΛN (σ̄)(ω) dΦpβ ,2

N,(w)(ω) (∀σ ∈ Ωσ̄
N )

が成り立つ. ただし, 各 σ, σ̄ ∈ Ω, ω ∈ Ω̂(w)
N に対し

O
(w)
N (σ) = {{x, y} ∈ E

(w)
N : σx = σy}, O

(w)
N (ω) = {e ∈ E

(w)
N : ωe = 1},

∂exΛN (σ̄,+) = {x ∈ ∂exΛN : σ̄x = +1}, ∂exΛN (σ̄,−) = {x ∈ ∂exΛN : σ̄x = −1}

であって

∂exΛN (σ̄) = {∂exΛN (σ̄,+) |←→∂exΛN (σ̄,−)}(⊂ Ω̂(w)
N )

である.

スピン配置とボンド配置を同時に考える為に, 次の定義 6.3を導入する.

定義 6.3. 各 β > 0に対し pβ = 1 − exp(−2β)とする. 各N ∈ N, σ̄ ∈ Ωに対して, ΩN × Ω̂(w)
N 上の

確率測度 P
β
N,σ̄ を

P
β
N,σ̄(σ, ω) = Pω

N,σ̄(σ)Φpβ ,2

N,(w)(ω) ((σ, ω) ∈ ΩN × Ω̂(w)
N ),

Pω
N,σ̄(σ) = 2−kN,(w)(ω)1{O(w)

N (ω)⊂O
(w)
N (σ)}1∂exΛN (σ̄)(ω) (σ ∈ ΩN , ω ∈ Ω̂(w)

N )

と定める.

命題 6.4. 任意に β > 0を取り pβ = 1 − exp(−2β)とし, 任意にN ∈ N, σ̄ ∈ Ωを取る. この時, 任
意の S ⊂ ΩN , B ⊂ Ω̂(w)

N に対し

μβ
N,σ̄(S) = P

β
N,σ̄

(
S × Ω̂(w)

N

)
= Φpβ ,2

N,(w)(ω)
[
P ·N,σ̄(S)

]
,

Φpβ ,2

N,(w)(B) = P
β
N,σ̄ (ΩN × B)

が成り立つ. さらに, 任意の l ∈ N, {xi}l
i=1 ⊂ ΛN , {εi}l

i=1 ⊂ {0, 1}lに対して,

ω ∈ ∂exΛN (σ̄) ∩ {{xi}l
i=1 |←→ ∂exΛN} ∩

⋂
1≤i�=j≤l

{xi |←→ xj}

ならば

Pω
N,σ̄(σx1 = ε1, . . . , σxl

= εl) =
(

1
2

)l

が成り立つ. 特に, 任意の x ∈ ΛN に対して, ω ∈ ∂exΛN (σ̄) ∩ {x |←→ ∂exΛN}ならば

Pω
N,σ̄(σx = +1) = Pω

N,σ̄(σx = −1) =
1
2

が成り立つ.

証明は省略する. 定理 6.2もしくは命題 6.4より, 例えば次の定理 6.5が成り立つ.
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定理 6.5. 任意に β > 0を取り pβ = 1 − exp(−2β)とすると,

∀N ∈ N, μβ
N,+[σO] = Φpβ ,2

N,(w)(O ←→ ∂exΛN )

が成り立つ. 特に, (3.8), (5.7)に注意するとmβ = θw(pβ , 2)であるので,

βc(d) = −1
2

log (1 − pc(2, d)) ⇔ pc(2, d) = 1 − exp (−2βc(d))

が成り立つ.

証明. N ∈ Nとすると命題 6.4より

μβ
N,+[σO] = P

β
N,+(σO = +1) − P

β
N,+(σO = −1)

= P
β
N,+(σO = +1, O ←→ ∂exΛN ) + P

β
N,+(σO = +1, O |←→ ∂exΛN )

− P
β
N,+(σO = −1, O |←→ ∂exΛN )

= Φpβ ,2

N,(w)(O ←→ ∂exΛN )

を得る.

6.2 表面張力

まず表記の簡単の為に, 座標軸の方向を法線方向とする表面張力を考える. −→ed = (0, . . . , 0, 1)と
して, ±と表される (イジング模型の)境界条件を

(±)x = +1 (x · −→ed ≥ 0), (±)x = −1 (x · −→ed < 0)

と定める. ただし. 各 x, y ∈ Rdに対し x · yは xと yのRdにおける内積 x1y1 + · · ·+xdydである. す
なわち, (±)x = +1 (xd ≥ 0), (±)x = −1 (xd < 0)である. 各 Λ ⊂ Zdに対し ∂+Λ, ∂−Λ ⊂ ∂exΛを

∂+Λ = {x ∈ ∂exΛ : x · −→ed ≥ 0}, ∂−Λ = {x ∈ ∂exΛ : x · −→ed < 0}

と定める. この時, 各 β > 0, N ∈ Nに対し定理 6.2より

− 1
Nd−1

log
ZN,±(β)
ZN,+(β)

= − 1
Nd−1

log Φpβ ,2

N,(w)

(
∂+ΛN |←→ ∂−ΛN

)
(6.1)

が成り立つ. 任意に k, L ∈ Nを取り, N = (2k + 1)L, Δ′k = {−k, . . . , k}d−1 × {0}とする. この時,
{ΛL(Lx)}x∈Δ′

k
が

(
(−N/2, N/2]d−1 × (−L/2, L/2]

)
∩ Zd の分割となることと FKG不等式より,

Φpβ ,2

N,(w)

(
∂+ΛN |←→ ∂−ΛN

)
≥ Φpβ ,2

N,(w)

⎛⎝ ⋂
x∈Δ′

k

{
ΛL(Lx)内で∂+ΛL(Lx) |←→ ∂−ΛL(Lx)

}⎞⎠(6.2)

≥
∏

x∈Δ′
k

Φpβ ,2

ΛL(Lx),(w)

(
ΛL(Lx)内で∂+ΛL(Lx) |←→ ∂−ΛL(Lx)

)
= Φpβ ,2

L,(w)

(
∂+ΛL |←→ ∂−ΛL

)(2k+1)d−1
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が成り立つ. 従って, 劣加法的数列の性質より (6.1)の極限が存在するので,

τβ(−→ed ) = − lim
N→∞

1
Nd−1

log
ZN,±(β)
ZN,+(β)

= − lim
N→∞

1
Nd−1

log Φpβ ,2

N,(w)

(
∂+ΛN |←→ ∂−ΛN

)
と定める. さらに, 各 λ > 0, N ∈ Nに対し

Λλ
N =

(
(−N/2, N/2]d−1 × (−(λN)/2, (λN)/2]

)
∩ Zd

とすると (6.2)と同様にして,

∀λ > 0, τβ(−→ed ) = − lim
N→∞

1
Nd−1

log Φpβ ,2

Λλ
N ,(w)

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
(6.3)

が成り立つ.
次に一般の−→n ∈ Sd−1に対し, −→n を法線方向とする表面張力 τβ(−→n )を定める. −→n ∈ Sd−1とする.

τβ(−→ed )を定めた時と同様に, ±(−→n ) ∈ Ωを

(±(−→n ))x = +1 (x · −→n ≥ 0), (±(−→n ))x = −1 (x · −→n < 0)

と定め, 各 Λ ⊂ Zdに対し ∂+,−→n Λ, ∂−,−→n Λ ⊂ ∂exΛを

∂+,−→n Λ = {x ∈ ∂exΛ : x · −→n ≥ 0}, ∂−,−→n Λ = {x ∈ ∂exΛ : x · −→n < 0}

と定める. 各N ∈ N, λ ∈ (0,∞)に対して, Λλ
N を {x ∈ Rd : xd = 0}が−→n に垂直となるように原点

Oを中心に回転させたものをΛλ
N (O;−→n )と表す. 混乱の恐れがない場合には, Λλ

N (−→n ) = Λλ
N (O;−→n )

と略記する. (6.3)と同様に, 各 β > 0に対し

∀λ > 0, τβ(−→n ) = − lim
N→∞

1
Nd−1

log Φpβ ,2

Λλ
N (−→n ),(w)

(
∂+,−→n Λλ

N (−→n ) |←→ ∂−,−→n Λλ
N (−→n )

)
(6.4)

として τβ(−→n ) ∈ [0,∞)を λ > 0に依らずに定める.

定理 6.6. 任意に β > βc(d)を取る. この時, τβ を正一次同次的に拡張した (Rd上の)関数は凸で
あって,

τβ(−→n ) > 0 (∀−→n ∈ Sd−1)

が成り立つ.

証明は省略する. τβ の正一次同次拡張の凸性は [CP00, MMR92]によって示されている. この
凸性と模型の対称性, および, τβ(−→ed ) > 0 (β > βc(d)) が [LP81]によって示されていることから,
τβ(−→n ) > 0 (∀−→n ∈ Sd−1)が従う ([CP00]参照).

注意 6.7. −→n ∈ Sd−1 とし H(−→n ) = {x ∈ Rd : x · −→n = 0} とする. 各 N ∈ N に対し Γ∞N =
(−N/2, N/2]d−1 × R, Λ∞N = Γ∞N ∩ Zd とし, Γλ

N = (−N/2, N/2]d−1 × (−(λN)/2, (λN)/2] とする.
この時, λ ∈ (0,∞]がH(−→n ) ∩ Γ∞N ⊂ Γλ

N を十分大きなN ∈ Nに対してみたすならば,

τβ(−→n ) = − lim
N→∞

1
Hd−1(H(−→n ) ∩ Γ∞N )

log
ZΛλ

N ,±(−→n )(β)

ZΛλ
N ,+(β)

(6.5)

が成り立つ. また, τβ(−→n )の定義として通常は (6.5)を採用する. ただし, 各H ⊂ Rdに対しHd−1(H)
はH の (d− 1)-次元ハウスドルフ測度を表す.
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以後, 表記の簡単の為に−→n = −→ed の場合だけを扱う. 一般の−→n ∈ Sd−1についても, (6.4)と同様
の変更を用いれば, 次の一連の結果 (補題 6.8,補題 6.9,定理 6.10) と同様の主張が成り立つ.

補題 6.8. 任意に β > 0を取る. この時, 任意の λ ∈ (0,∞)に対し

τβ(−→ed ) = − lim
N→∞

1
Nd−1

log Φpβ ,2

Λ2λ
N ,(w)

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
(6.6)

が成り立つ.

証明. λ ∈ (0,∞)とする. 事象 {∂+Λλ
N |←→ ∂−Λλ

N} が単調減少なので, FKG不等式より

Φpβ ,2

Λ2λ
N ,(w)

(
∂+Λ2λ

N |←→ ∂−Λ2λ
N

)
≥ Φpβ ,2

Λ2λ
N ,(w)

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
≥ Φpβ ,2

Λλ
N ,(w)

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
となる. 従って, (6.3)より (6.6)を得る.

各N ∈ Nに対し (wf)N ∈ Π を

(wf)N (Λ) = ∂exΛ ∩ (Λ∞N )c (Λ ⊂ Zd)

として定める. この時, 定理 5.6に注意して [CP00]の 3節を用いると次の補題 6.9(証明省略)が分か
る. [B99]では, この補題 6.9の証明にパイエルス型議論を用いていることから, β > 0が十分大きい
という条件が必要となる.

補題 6.9. 任意に β > βc(d)を取る. この時, 任意の λ ∈ (0,∞)に対し

τβ(−→ed ) = − lim
N→∞

1
Nd−1

log Φpβ ,2

Λ2λ
N ,(wf)N

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
が成り立つ.

各 λ ∈ (0,∞), N ∈ Nに対し Ξε,λ
N = ∂εΛλ

N ∩ Λ∞N と定める. ただし, ε = +もしくは −とする.
(f) ∈ Π を

(f)(Λ) = ∅ (Λ ⊂ Zd)

として定める. この時, 任意のΛ ⊂⊂ Zd, p ∈ [0, 1], q ∈ (0,∞)に対しΦp,q
Λ,(f) = φp,q

Λ,f が成り立つこと
に注意する.

定理 6.10. 任意に β > βc(d)を取る. この時, 任意の λ ∈ (0,∞)に対しある cβ ∈ (0,∞)が存在して,

lim sup
N→∞

1
Nd−1

log
(

sup
π∈Π

Φpβ ,2

Λ2λ
N ,π

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

))
≤ −τβ(−→ed ) + cβλ(6.7)

が成り立つ. ただし, 任意の λ ∈ (0,∞), N ∈ Nに対し

sup
π∈Π

Φpβ ,2

Λ2λ
N ,π

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
= Φpβ ,2

Λ2λ
N ,(f)

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
= φ

pβ ,2

Λ2λ
N ,f

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
(6.8)

が成り立つ.
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証明. (6.8)は FKG不等式より従う. β > βc(d)とし, λ ∈ (0,∞), N ∈ Nとして Λ = Λ2λ
N , (wf) =

(wf)N とする. 補題 6.9より

Φpβ ,2

Λ,(f)

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
≤ exp

(
cβλN

d−1
)

Φpβ ,2

Λ,(wf)

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
(6.9)

を示せば (6.7)を得る. ただし, cβ ∈ (0,∞)とする. ξ̄ ⊂ Ω̃を ξ̄e = 0 (e ∈ EΛ∞
N

), ξ̄e = 1 (e �∈ EΛ∞
N

)
とし, E′ = {{x, y} ∈ Ed : x ∈ Λ, y �∈ Λ∞N }, E = EΛ ∪ E′ とする. さらに, ξ̄′ ⊂ Ω̃を (ξ̄′)e = 0 (e ∈
EΛ∞

N
∪E′), (ξ̄′)e = 1 (e �∈ EΛ∞

N
∪ E′) とする. この時, 全ての ω ∈ Ω̂(wf)

Λ に対し∣∣kΛ(ω(E\E′)ξ̄
′) − kΛ(ωE ξ̄)

∣∣ ≤ 2(d− 1)λNd−1

が成り立つ. 従って, (5.2)より補題 3.4と同様にすると, 適当な c′β ∈ (0,∞)に対し

Φpβ ,2

Λ,(wf)

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
= Φpβ ,2

Λ,(wf)

(
φ

pβ ,2

Λ,(·)E ξ̄

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

))
(6.10)

≥ exp
(
−c′βλNd−1

)
Φpβ ,2

Λ,(f)

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
となる. また, {

Ξ+,λ
N |←→ Ξ−,λ

N

}
∩

{
ωe = 0 (∀e ∈ E′)

}
⊂

{
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

}
であることに注意すると, 定理 4.5より適当な c′′β ∈ (0,∞)に対し

Φpβ ,2

Λ,(wf)

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
≤ exp

(
c′′βλN

d−1
)

Φpβ ,2

Λ,(wf)

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
となるので, (6.10)と合わせて (6.9)を得る.

注意 6.11. (f)の定め方より任意の λ ∈ (0,∞), N ∈ Nに対し

Φpβ ,2

Λ2λ
N ,(f)

(
Ξ+,λ

N |←→ Ξ−,λ
N

)
= Φpβ ,2

Λ2λ
N ,(f)

(
∂+Λλ

N |←→ ∂−Λλ
N

)
が成り立つ.

7 表面積オーダー大偏差原理

7.1 定理 7.1と定理 7.2

この小節では, m ∈ ϕ−1
β (0)であるために定理3.9からは減衰オーダーが分からなかったμβ

N,+(MN ≤
m) (m ∈ [−mβ,mβ])という確率について,定理 7.1と定理 7.2で述べる. (d−1)次元単位球面をSd−1

と表し, 法線ベクトル−→n ∈ Sd−1に対する表面張力を τβ(−→n ) ∈ (0,∞)と表す. T = (−1/2, 1/2]dと
し, BV(T ; {±1})を T 上の {±1}-値有界変動関数全体とする: u ∈ BV(T ; {±1})であるとは, 各ボ
レル集合 U ⊂ T に対し

P(U) = sup
{∫

U
divψ(t) dt : ψ ∈ C 1(T ; Rd), ‖ψ‖∞ ≤ 1

}
として定まる汎関数 P に対して,

P({u = −1}) < ∞
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をみたす時に言う. 任意に β > βc(d)を取り, 各 u ∈ BV(T ;±1)に対して, ∂{u = −1}の reduced
boundary ∂∗{u = −1}を ∂∗uと表し,

Fβ(u) =
∫

∂∗u
τβ(−→n s) dHs(7.1)

と定める. ここで, τβ が (Sd−1上で)有界であることよりFβ(u) < ∞ (∀u ∈ BV(T ;±1))となること
に注意する. さらに,

Fβ(u) = ∞
(
u ∈ L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ])\BV(T ; {±1})

)
として Fβ : L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ]) → [0,∞]を定めると, Fβ は L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ])の位相に関して

下半連続関数となる ([AB90]参照). ボレル集合A ⊂ T に対しAの総表面張力 Fβ(A)を

Fβ(A) = Fβ(χA), χA = −1A + 1T \A

と定める. ただし, 各 A ⊂ T に対し 1A を Aの指示関数とする. この定義より χA は, (NA) ∩ Zd

(N ∈ N)上のスピン配置が μβ
−に従い, ΛN\((NA) ∩ Zd)上のスピン配置が μβ

+に従っている状態を
表していると言える. T という制限を除けば, 一定体積の下での Fβ の最小値は

Wβ =
⋂

−→n ∈�d−1

{t ∈ Rd : t · −→n ≤ τβ(−→n )}

として定まるウルフ (Wulff)図形Wβ の相似形によって実現される. ただし, 各 t, t′ ∈ Rd に対し
t · t′は tと t′の Rdにおける内積を表す. τβ は−→n ∈ Sd−1に関して連続であって, β > βc(d)ならば
τβ(−→n ) > 0 (∀−→n ∈ Sd−1)であるので, Wβ (β > βc(d))は内点を持つ凸集合となる. また, Wβ は座
標軸の入れ替えに関して対称となる. T という制限を考慮する為に

λ̄β = sup{λ > 0 : λWβ ⊂ T }

と定め,

m′β = mβ

∫
T
χ(λ̄βWβ)(t) dt

と定める. ここで,

λ̄βWβの体積 =
1
2

∫
T

(
1 − χ(λ̄βWβ)(t)

)
dt =

mβ −m′β
2mβ

であることに注意する. この時, 各m ∈ (m′β,mβ]に対し一定体積の下での Fβ の最小値は

Fβ(Wβ(m)) = min
{
Fβ(u) : u ∈ BV(T ; {±}), mβ

∫
T
u(t) dt ≤ m

}
,(7.2)

Wβ(m) = λmWβ (∃λm > 0)

とウルフ図形の相似形Wβ(m)によって実現される. さらに, この最小値を実現するのは自身の合同
形を除いてWβ(m)が唯一であって, λmは

m = mβ

∫
T
χ(λmWβ)(r)dr

をみたすものとして特徴付けられる. また, 定め方より λmβ
= 0, λm′

β
= λ̄β である.
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定理 7.1. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. この時, 任意のm ∈ (m′β,mβ]に対し

lim
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+(MN ≤ m) = −Fβ(Wβ(m))

が成り立つ.

証明の概略は次小節で述べる. ここでは, そのために必要な概念や記号を導入し,

lim
N→∞

μβ
N,+

(
粗視化されたスピン配置がウルフ図形Wβ(m)に

L1-距離の意味で近い

∣∣∣∣∣ MN ≤ m

)
= 1

という趣旨の主張を正確に述べる. 任意に

α ∈
(

1
d
,
3d+ 1
3d2

)
∩ Q(7.3)

を取り, 議論の簡単の為に k ∈ Nに対し N = (2k + 1)Nαをみたす場合だけを考える (注意 7.3参
照). 各 σ ∈ ΩN に対し T 上の関数MN (·, σ)を次のように定める (σを明示しない時はMN (·)と表
す): 各 t ∈ T に対し

Nt ∈ ΓNα(Nαx)

をみたす唯一の x ∈ Δkを取り,

MN (t, σ) =
1

Nαd

∑
y∈ΛNα(Nαx)

σy(7.4)

とする. ただし,各L ∈ Nに対しΓL = (−L/2, L/2]dであって,各Γ ⊂ Rd, x ∈ Rdに対しΓ(x) = x+Γ
である. 各 u ∈ L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ]), δ > 0に対し uの δ近傍を

V(u, δ) =
{
v ∈ L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ]) :

∫
T
|v(t) − u(t)| dt ≤ δ

}
と定める.

定理 7.2. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. この時, 任意のm ∈ (m′β,mβ), δ > 0に対し

lim
N→∞

μβ
N,+

(
MN

mβ
∈

⋃
t∈T ′

V

(
χ(Wβ(m)+t), δ

) ∣∣∣∣∣ MN ≤ m

)
= 1

が成り立つ. ただし, T ′ = {t ∈ T : Wβ(m) + t ⊂ T }とする.

定理7.2は, [BIV00]においてはα ∈ (0, 1/d)をみたす場合にも, [CP00]においてはα ∈ (0, 1/(d−1))
をみたす場合にも得られている. より正確なことについては, [CP00, BIV00]を参照して頂きたい.

注意 7.3. k, n ∈ NとしN = (2k + 1)nとするのは, 定理 5.8と定理 5.16において各座標方向に均
等な Λl (l ∈ N) のみを扱っているからである. それ故,

B̃(l, O) =

{
Λ ⊂ Zd :

i = 1, . . . , d, ε = +,−に対し l/2 ≤ li,ε ≤ lであって,
Λ =

(
(−l1,−, l1,+] × · · · × (−ld,−, ld,+]

)
∩ Zdである

}

とし, 定理 5.8と定理 5.16を B̃(l, O)に関する一様評価の形に拡張しておけば, N = (2k + 1)nをみ
たす場合に限らなくともよい.
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7.2 証明の概略

定理 7.1と定理 7.2は次の三つの命題を用いて証明される. これら三つの命題には次小節以降で証
明を与える.

命題 7.4. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. この時, 任意のm ∈ (m′β,mβ)に対し

lim
δ→0

lim inf
N→∞

1
Nd−1

log μβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V

(
χWβ(m), δ

))
≥ −Fβ(Wβ(m))(7.5)

が成り立つ.

命題 7.5. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. この時, 任意の u ∈ BV(T ;±1)に対し

lim
δ→0

lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V(u, δ)

)
≤ −Fβ(u)(7.6)

が成り立つ.

各 β > βc(d), a > 0に対しKβ(a) ⊂ BV(T ;±1)を

Kβ(a) = {u ∈ BV(T ;±1) : Fβ(u) ≤ a}

と定める. この時, Fβ の下半連続性よりKβ(a)は閉である. さらに,

τmin
β = min{τβ(−→n ) : −→n ∈ Sd−1} > 0

であることより {u ∈ BV(T ;±1) : P({u = −1}) ≤ (a/τmin
β )} がコンパクトであって ([EG92]参照),

定め方よりKβ(a) ⊂ {u ∈ BV(T ;±1) : P({u = −1}) ≤ (a/τmin
β )} が成り立つので, Kβ(a)はコン

パクトである. 各K ⊂ L1(T ; [−m−1
β ,m−1

β ]), δ > 0に対し V(K, δ) ⊂ L1(T ; [−m−1
β ,m−1

β ])を

V(K, δ) =
{
v ∈ L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ]) :ある u ∈ K に対し v ∈ V(u, δ)である

}
と定める.

命題 7.6. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. この時, ある cβ ∈ (0,∞)が存在して任意の
a > 0, δ > 0に対し

lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V(Kβ(a), δ)c

)
≤ −cβa(7.7)

が成り立つ.

証明 (定理 7.1). β > βc(d), m ∈ (m′β,mβ)とする. k,N ∈ Nは N = (2k + 1)Nα をみたすとし,
n = Nαとする.
まず μβ

N,+(MN ≤ m)の下からの評価を導く. 任意に ε ∈ (0,m)を取ると, 命題 7.4より

lim
δ→0

lim inf
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V

(
χWβ(m−ε), δ

))
≥ −Fβ(Wβ(m− ε))(7.8)

= −
(
λ(m−ε)

λm

)d−1

Fβ(Wβ(m))
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が成り立つ. さらに, δ ≤ (ε/mβ)とすると {m−1
β MN ∈ V(χWβ(m−ε), δ)} 上では,

MN =
∫
T
MN (·, t) dt = mβ

∫
T

(
χWβ(m−ε)(t) +

MN

mβ
(t) − χWβ(m−ε)(t)

)
dt ≤ m

が成り立つので, (7.8)と合わせて

lim inf
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+ (MN ≤ m) ≥ −Fβ(Wβ(m))

を得る.
次に μβ

N,+(MN ≤ m)の上からの評価を導く. a > 0を cβa > Fβ(Wβ(m))をみたすように取る. 各
σ ∈ ΩN に対し

mβ

∫
T

MN (t, σ)
mβ

dt =
1

N (1−α)d

∑
x∈Δk

1
nd

∑
y∈Λn(nx)

σy = MN

となるので,

F =
{
u ∈ L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ]) : mβ

∫
T
u(t) dt ≤ m

}
とすると

{MN ≤ m} =
{
MN

mβ
∈ F

}
(7.9)

が成り立つ. 任意に ε > 0を取ると, 命題 7.5とKβ(a)のコンパクト性より, ある {ui}l
i=1 ⊂ Kβ(a),

{εi}l
i=1 ⊂ (0, ε)l が存在して十分小さな δ > 0に対し

1 ≤ ∀i ≤ l, lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V(ui, εi)

)
≤ −Fβ(ui) + ε,

V(Kβ(a), δ) ⊂
l⋃

i=1

V(ui, εi)

が成り立つ. 従って,

μβ
N,+

(
MN

mβ
∈ F ∩ V(Kβ(a), δ)

)
≤

∑
1≤i≤l

1{�(ui ,εi)∩F �=∅}μ
β
N,+

(
MN

mβ
∈ V(ui, εi)

)

に注意すると, Fβ の下半連続性とWβ(m)の定義より

lim
δ→0

lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ F ∩ V(Kβ(a), δ)

)
≤ − lim

ε→0
inf

u∈�(F,ε)
Fβ(u)(7.10)

≤ − inf
u∈F

Fβ(u)

≤ −Fβ(Wβ(m))

が成り立つ. しかるに, 命題 7.6と a > 0の取り方より

lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V(Kβ(a), δ)c

)
≤ −cβa < −Fβ(Wβ(m))

47



が成り立つので, (7.9), (7.10)と合わせて

lim sup
N→∞

1
Nd−1

log μβ
N,+ (MN ≤ m) = lim sup

N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ F

)
≤ −Fβ(Wβ(m))

を得る.

証明 (定理 7.2). β > βc(d), m ∈ (m′β,mβ), δ > 0とする. k,N ∈ NはN = (2k + 1)Nαをみたすと
し, n = Nαとする. また, a > 0を cβa > Fβ(Wβ(m))をみたすように取り,

G =
⋂

t∈T ′
V

(
χ(Wβ(m)+t), δ

)c

とする. ここで,

lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ G ∩ {MN ≤ m} ∩ V(Kβ(a), δ)

)
< −Fβ(Wβ(m))(7.11)

を示せば, 任意の ε > 0に対しN ∈ Nを十分大きく取ると

μβ
N,+

(
MN

mβ
∈ G ∩ {MN ≤ m}

)
≤ μβ

N,+

(
MN

mβ
∈ G ∩ {MN ≤ m} ∩ V(Kβ(a), δ)

)
+ μβ

N,+ (V(Kβ(a), δ)c)

≤ εμβ
N,+ (MN ≤ m)

が成り立つので,

lim
N→∞

μβ
N,+

(
MN

mβ
∈

⋃
r∈T ′

V

(
χ(Wβ(m)+t), δ

) ∣∣∣∣∣ MN ≤ m

)
= 1

を得る. しかるに (7.11)は, 合同形を除いて唯一Wβ(m)が最小値Fβ(Wβ(m))を実現することとFβ

の下半連続性に注意すると, 定理 7.1の証明で上からの評価を導いたのと同様にして得られる.

7.3 粗視化と中間スケール

確率測度 P
β
N,+(定義 6.3参照)を用いた粗視化を導入する. k, n ∈ Nとし N = (2k + 1)nとす

る. 特に n = Nαとすれば定理 7.2の設定となる. 表記の簡単の為に, β > βc(d)が与えられる毎に
θ = θw(pβ, 2) = θf (pβ, 2)とする (定理 5.6参照). 任意に r ∈ (0, 1), ζ ∈ (0, 1)を取る. この小節以
降では, Ω̂(w)

N を {ω ∈ Ω : ωe = 1 (∀e ∈ E\E
(w)
N )} とみなすことにする. 各 x ∈ Δk に対して, 事象

Ux,Rx,Ox,Vx ⊂ Ω̂(w)
N を

Ux =
{
Λ2n(nx)内に Λ2n(nx)-横断クラスター C∗x(Λ2n(nx)) が唯一存在する

}
,

Rx = Ux ∩
{

C∗x 以外には, diam∞(C(Λ2n(nx))) ≥ nrをみたす
Λ2n(nx)内のクラスター C(Λ2n(nx))は存在しない

}
,

Ox = Rx ∩
{
Q ∈ B(nr)がQ ⊂ Λ2n(nx)をみたすならば,

C∗x はQを横断する

}
,

Vζ
x = Ux ∩

{
|Λn(nx)|−1|C∗x ∩ Λn(nx)| ∈ (θ − ζ, θ + ζ)

}
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と定め,

Y ζ
x (ω) =

{
1 (ω ∈ Ox ∩ Vζ

x)
0 (その他)

と定める. ただし, 各 l > 0に対し

B(l) = {Λ ⊂ Zd :ある x ∈ Zdが存在して Λ = x+ ((−l/2, l/2]d ∩ Zd)である }

である. この時, 定理 5.8と定理 5.16より, ある cr ∈ (0,∞), nζ ∈ Nが存在して任意の n ≥ nζ に
対し

∀x ∈ Δk, Φpβ ,2

N,(w)

(
Y ζ

x = 0
∣∣∣∣ G

En,x

�
(w)
N

)
≤ exp (−crnr)(7.12)

が成り立つ. ただし, 各 n ∈ N, x ∈ Zdに対しEn,x = EΛ2n(nx)とする. 特に,

∀x ∈ Δk, Φpβ ,2

N,(w)

(
Y ζ

x = 0
∣∣∣ (

Yy : d∞(y, x) ≥ 2
))

≤ exp (−cnr)

が成り立つ.
各 n ∈ N, x ∈ Δkに対し

Mx = M (n)
x =

1
nd

∑
y∈Λn(nx)

σy(7.13)

と定め, β > βc(d)が与えられる毎に

Zζ
x(σ, ω) =

{
sgn(C∗x)(σ, ω)Y ζ

x (ω) (|Mx(σ) − sgn(C∗x)(σ, ω)mβ| ≤ 3ζ)
0 (その他)

(Pβ
N,+-a.s. (σ, ω))

(7.14)

と定める. ただし, 各 x ∈ Δkに対して, C∗x �= ∅ならば適当に z = z(C∗x) ∈ C∗x を取り

sgn(C∗x)(σ, ω) = σz (Pβ
N,+-a.s. (σ, ω))

とし, sgn(∅) = 0とする. ここで, sgn(C∗x)は z ∈ C∗x の取り方には依らないことに注意する. すな
わち,

Zζ
x =

{
sgn(C∗x) (Y ζ

x = 1かつ |Mx − sgn(C∗x)mβ| ≤ 3ζ)
0 (その他)

P
β
N,+-a.s.

である.

命題 7.7. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. 任意に k ∈ Nを取り, 任意の n ∈ Nに対し
N = (2k+1)nとする. この時, 任意の r ∈ (0, 1/3), ζ ∈ (0, 1− θ)に対し n ∈ Nを十分大きく取ると

P
β
N,+ ◦

(
{|Zζ

x|}x∈Δk

)−1
� φρζ

n,s
Δk

(7.15)

が成り立つ. ただし,

ρζ
n = 1 − exp(−cζnγ), γ = min{r, (1 − 3r)d}

であって, cζ ∈ (0,∞)である. また, 各 p ∈ (0, 1)に対して, φp,s
Δk
は {0, 1}-値 pベルヌーイΔk 直積

測度である. すなわち, φp,s
Δk
は {0, 1}Δk 上の φp,s

Δk
(ηx = 1) = p (∀x ∈ Δk) をみたす直積測度である.
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証明. β > βc(d)とする. r ∈ (0, 1/3), ζ ∈ (0, 1 − θ)とし, 記号から ζ を省略する. 定理 4.4より

∀x ∈ Δk, P
β
N,+

(
|Zx| = 0

∣∣∣ (
|Zy| : d∞(y, x) ≥ 2

))
≤ exp (−cnγ)(7.16)

を示せばよい. 任意に x ∈ Δkを取り, Δx = Δk\Δ1(x)とする. ここで, y ∈ Δxならば d∞(y, x) ≥ 2
であることに注意する. 任意に {εy}y∈Δx ∈ {0, 1}Δx

を取り

Ex =
{
Zy = εy (∀y ∈ Δx)

}
と定めると,

P
β
N,+

(
|Zx| = 0; Ex

)
= P

β
N,+

(
|Yx| = 0; Ex

)
+ P

β
N,+

(
|Yx| = 1, |Mx − sgn(C∗x)mβ| > 3ζ; Ex

)
(7.17)

となるので, この右辺の各項をそれぞれ評価する.
まず第一項を評価する. 定義 6.3(Pβ

N,+の定義)と (7.12)より, 任意の n ≥ nζ に対し

P
β
N,+

(
|Yx| = 0; Ex

)
= Φpβ ,2

N,(w)

[
Φpβ ,2

N,(w)

[
P ·N,+ (Ex) 1{Yx=0}

∣∣∣ G
En,x

N

]]
(7.18)

= Φpβ ,2

N,(w)

[
P ·N,+ (Ex) Φpβ ,2

N,(w)

(
Yx = 0

∣∣∣ G
En,x

N

)]
≤ exp(−crnr)Pβ

N,+ (Ex)

が成り立つ.
次に第二項を評価する. Λn(nx)内のクラスターの族 C◦xを

C◦x = {C : C は Λn(nx)内のクラスターであって C ∩ ∂inΛn(nx) = ∅である }

とする. sgn(C∗x)と同様に, 各 C ∈ C◦xに対し適当に z = z(C) ∈ C を取り, sgn(C)を

sgn(C)(σ, ω) = sgn(C(ω))(σ) = σz (Pβ
N,+-a.s. (σ, ω))

と定める. 事象 {Yx = 1}上では, |n−d|C∗x ∩ Λn(nx)| −mβ| < ζ となることが θ = mβ より分かる.
さらに, 十分大きな n ∈ Nに対して, C∗x 以外のクラスターの直径が nr未満であることより∣∣∣∣∣∣ndMx − sgn(C∗x)|C∗x ∩ Λn(nx)| −

∑
C∈� ◦

x

sgn(C)|C|

∣∣∣∣∣∣ ≤ ζnd

が成り立つので,

{
|Mx − sgn(C∗x)mβ| > 3ζ

}
⊂

⎧⎨⎩n−d
∑

C∈� ◦
x

sgn(C)|C| > ζ

⎫⎬⎭
を得る. 従って, n ∈ Nを十分大きく取ると全ての ω ∈ {Yx = 1}に対し

Pω
N,+

(
|Mx − sgn(C∗x)mβ| > 3ζ; Ex

)
≤ Pω

N,+

⎛⎝n−d
∑

C∈� ◦
x

sgn(C)|C| > ζ; Ex

⎞⎠(7.19)

= Pω
N,+

⎛⎝n−d
∑

C∈� ◦
x

sgn(C)|C| > ζ

⎞⎠Pω
N,+ (Ex)
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が成り立つ. しかるに, �C◦x ≥ (1 − θ − ζ)n(1−r)dなので, (sgn(C) : C ∈ C◦x)が Pω
N,+の下ではそれ

ぞれが {±1}-値 1
2 ベルヌーイ分布に従う独立確率変数列であることに注意すると, 以下の計算より

Pω
N,+

⎛⎝n−d
∑

C∈� ◦
x

sgn(C)|C| > ζ

⎞⎠ ≤ exp
(
−c′β,ζn

(1−3r)d
)

(7.20)

が分かる. ただし, �C◦xは C◦xに属するクラスターの個数を表し, c′β,ζ ∈ (0,∞)である. それ故, 定義

6.3(Pβ
N,+の定義)と (7.19), (7.20)より

P
β
N,+

(
|Yx| = 1, |Mx − sgn(C∗x)mβ| > 3ζ; Ex

)
= Φpβ ,2

N,(w)

[
P ·N,+

(
|Mx − sgn(C∗x)mβ| > 3ζ; Ex

)
;Yx = 1

]
≤ exp

(
−c′β,ζn

(1−3r)d
)

P
β
N,+ (Ex)

が成り立つので, (7.17), (7.18)と合わせて (7.16)を得る.
最後に (7.20)を示す. ψを {±1}-値 1

2 ベルヌーイ分布に対する大偏差原理における速さ関数とす
る. すなわち,

ψ(u) =
1 − u

2
log(1 − u) +

1 + u

2
log(1 + u) (u ∈ (−1, 1))

である. ここで, ψ(u) ≥ u2/2 (∀u ∈ (−1, 1))に注意する. l = �C◦xとするとチェビシェフの不等式
より

Pω
N,+

⎛⎝n−d
∑

C∈� ◦
x

sgn(C)|C| > ζ

⎞⎠ ≤ Pω
N,+

⎛⎝ ∑
C∈� ◦

x

sgn(C)|C| > ζl

⎞⎠
≤ inf

u∈(0,1)
exp

⎛⎝−uζl +
∑

C∈� ◦
x

log cosh(u|C|)

⎞⎠
≤ exp

(
− sup

u∈(0,1)

(
uζ − log cosh

(
unrd

))
l

)

= exp
(
−ψ

(
ζ

nrd

)
l

)
exp

(
−(1 − θ − ζ)ζ2

2
n(1−3r)d

)
が成り立つので, (7.20)を得る.

注意 7.8. 命題 7.7の証明よりその設定の下では, 事象A ⊂ Ω̂(w)
N が G

En,x

�
(w)
N

-可測ならば, 十分大きな

n ∈ Nに対し

∀x ∈ Δk, P
β
N,+

(
|Zζ

x| = 0
∣∣∣ A

)
≤ exp (−cζnγ)(7.21)

が成り立つ. ただし, 各 x ∈ Δk, n ∈ Nに対しEn,x = EΛ2n(nx)である.

直積測度に対する評価に帰着可能な命題 7.7の設定の下では, (7.3)をみたす αに対し n = Nαと
すると次の補題を得る.
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補題 7.9. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. 任意に αを (7.3)をみたすように取り n = Nα

とし, r = d/(1 + 3d)とする. この時, 任意の δ ∈ (0,∞), ζ ∈ (0, 1 − θ)に対し

lim
N→∞

1
Nd−1

log P
β
N,+

(∣∣∣{x ∈ Δk : Zζ
x = 0

}∣∣∣ ≥ δN (1−α)d
)

= −∞(7.22)

が成り立つ.

証明. 命題 7.7より

P
β
N,+

(∣∣∣{x ∈ Δk : Zζ
x = 0

}∣∣∣ ≥ δN (1−α)d
)
≤ 2N(1−α)d

exp
(
−cζδNαγN (1−α)d

)
となるので, γ = r = d/(3d+ 1)として (7.22)を得る.

N ∈ N, ζ ∈ (0, 1)とし, P
β
N,+-a.s. (σ, ω)に対し T 上の関数 Zζ

N (·, (σ, ω))を次のように定める

((σ, ω)を明示しない時は Zζ
N (·)と表す): 各 t ∈ T に対し

Nt ∈ ΓNα(Nαx)

をみたす唯一の x ∈ Δkを取り,

Zζ
N (t, (σ, ω)) = Zζ

x(σ, ω)(7.23)

とする. ただし, 各 L ∈ N, x ∈ Rdに対し ΓL(x) = x+ (−L/2, L/2]dである.

命題 7.10. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. 任意に αを (7.3)をみたすように取り n = Nα

とし, r = d/(1 + 3d)とする. この時, 任意の δ ∈ (0, 3(1 − θ)), ζ ∈ (0, δ/3)に対し

lim
N→∞

1
Nd−1

log P
β
N,+

(∫
T

∣∣∣mβZζ
N (t) − Mζ

N (t)
∣∣∣ dt ≥ δ

)
= −∞(7.24)

が成り立つ.

証明. (7.4), (7.13), (7.14), (7.23)より P
β
N,+-a.s. (σ, ω)に対し∫

T

∣∣∣mβZζ
N (t) − Mζ

N (t)
∣∣∣ dt ≤ 1

N (1−α)d

∑
x∈Δk

∣∣∣mβZ
ζ
x −Mx

∣∣∣
≤ 1
N (1−α)d

∑
x∈Δk

1{Zζ
x=0} + 3ζ

が成り立つ. 従って,{∫
T

∣∣∣mβZζ
N (t) − Mζ

N (t)
∣∣∣ dt ≥ δ

}
⊂

{∣∣∣{x ∈ Δk : Zζ
x = 0

}∣∣∣ ≥ (δ − 3ζ)N (1−α)d
}

であるので, 補題 7.9より (7.24)を得る.
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7.4 命題 7.4の証明

各 s ∈ (0, 1)に対し

B′(s;−→ed ) =

{
(R,B) :

ある t ∈ Rdが存在して次をみたす:
R = t+ [−s/2, s/2]d, B = t+ [−s/2, s/2]d−1 × {0}

}

と定める. 各 Γ ⊂ Rdに対し Γ◦は Γの内部を表す. 各−→n ∈ Sd−1, Γ ⊂ Rdに対し Γ(O;−→n )は, Γを
{x ∈ Rd : xd = 0}が−→n に垂直となるように原点Oを中心に回転させたものを表す. 各−→n ∈ Sd−1,
s ∈ (0, 1)に対し

B◦(s;−→n ) =

{
(R,B) :

ある (R′, B′) ∈ B′(s;−→ed )が存在して次をみたす:
R ⊂ T ◦, R = R′(O;−→n ), B ⊂ T ◦, B = B′(O;−→n )

}

と定め, B◦(s) = {(R,B) :ある−→n ∈ Sd−1に対し (R,B) ∈ B◦(s;−→n )である }と定める. すなわち,
B◦(s)は T ◦に含まれる一辺 sの超立方体の全体である. ここで, T ◦ = (−1/2, 1/2)dである.

定理 7.11. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. この時, 任意のm ∈ (m′β,mβ], δ > 0に対しあ
る多面体W ⊂ T ◦が存在して,

χW ∈ V

(
χWβ(m),

δ

3

)
, |Fβ(W ) −Fβ(Wβ(m))| ≤ δ

2

が成り立つ. さらに, s ∈ (0, 1)を十分小さく取ると, 適当な l ∈ Nに対しある
{
(R(i), B(i))

}l

i=1
⊂

B◦(s)が取れて,∣∣∣∣∣
l∑

i=1

∫
B(i)

τβ(−→n i) dHx − Fβ(Wβ(m))

∣∣∣∣∣ ≤ δ, H
(
∂W\

(
B(1) ∪ · · · ∪B(l)

))
≤ δ

が成り立つ. ただし, 任意の 1 ≤ i ≤ lに対し−→n i ∈ Sd−1は (R(i), B(i)) ∈ B◦(s;−→n i) をみたすW の
外法線と同じ向きである. ここで, 各 1 ≤ i < j ≤ lに対し−→n i = −→n j となることもあることに注意
する.

証明は省略する.

証明 (命題 7.4). β > βc(d)とし, m ∈ (m′β,mβ], δ > 0とする. αを (7.3)をみたすように取り,
N ∈ Nを取る毎に n = Nαとする. さらに, k ∈ NはN = (2k + 1)nをみたすとする. ζ = δ/4とし
て, 記号から ζを省略する. 定理 7.11より適当に多面体W ⊂ T ◦を取ると, 任意のN ∈ Nに対し{

MN

mβ
∈ V

(
ZN ,

δ

3

)}
∩

{
ZN ∈ V

(
χW ,

δ

3

)}
⊂

{
MN

mβ
∈ V

(
χWβ(m), δ

)}
(Pβ

N,+-a.s.)

が成り立つ. 従って, 命題 7.10より

lim inf
N→∞

1
Nd−1

log P
β
N,+

(
MN

mβ
∈ V

(
χWβ(m), δ

))
≥ lim inf

N→∞

1
Nd−1

log P
β
N,+

(
ZN ∈ V

(
χW ,

δ

3

))(7.25)

が成り立つ. 各 ε ∈ (0, 1)に対し

Sε = {t ∈ T : d(t, ∂W ) ≤ ε} ,
W ε,+ = {t ∈ T \W : d(t, ∂W ) > ε} , W ε,− = {t ∈ W : d(t, ∂W ) > ε}
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とする. ただし, t, t′ ∈ Rd に対し d(t, t′) =
(
(t1 − t′1)

2 + · · · (td − t′d)
2
) 1

2 とする. 各ボレル集合
Γ ⊂ T に対し

vol(Γ) =
∫
T

1Γ(t) dt =
1
2

∫
T

(1 − χΓ(t)) dt

とする. ε ∈ (0, 1)を vol (Sε) ≤ δ/10をみたすように十分小さく取り, s ∈ (0, 1)を s ≤ εをみたすよ
うに取る. このような δ > 0, s ∈ (0, ε)に対して,

{
(R(i), B(i))

}l

i=1
⊂ B◦(s), {−→n i}l

i=1を定理 7.11
の主張をみたすように取り, D = W\(B(1) ∪ · · · ∪B(l))とする. 各N ∈ N, 1 ≤ i ≤ lに対し

R
(i)
N = (NR(i)) ∩ ΛN , DN = {x ∈ ΛN :ある t ∈ Dに対し d(x,Nt) ≤ 10である}

とし, AN ,BN ⊂ (ΩN×)Ω̂(w)
N を

AN =
l⋂

i=1

{
∂+,−→n iR

(i)
N |←→ ∂−,−→n iR

(i)
N

}
, BN = {ωe = 0 (∀e ∈ EDN

)}

と定める. この時, 事象 {∂+,−→n iR
(i)
N |←→ ∂−,−→n iR

(i)
N } (1 ≤ i ≤ l) が単調減少なので, 定理 7.11と

FKG不等式より

lim inf
N→∞

1
Nd−1

log Φpβ ,2

N,(w) (AN ) ≥ lim inf
N→∞

1
Nd−1

log
l∏

i=1

Φpβ ,2

R
(i)
N ,(w)

(
∂+,−→n iR

(i)
N |←→ ∂−,−→n iR

(i)
N

)
(7.26)

= −
l∑

i=1

∫
B(i)

τβ(−→n i) dHx

≥ −Fβ(Wβ(m)) − δ

が成り立つ. 従って, ある cβ ∈ (0,∞)が存在して十分大きなN ∈ Nに対し

P
β
N,+

(
ZN ∈ V

(
χW ,

δ

3

))
≥ 1

4
exp

(
−cβδNd−1

)
Φpβ ,2

N,(w) (AN )(7.27)

が成り立つことを示せば, (7.25), (7.26)と合わせて命題 7.4を得る.
以後は特に断りなく, N ∈ Nは十分大きいとする. ε = +もしくは−に対し

Δε
k = {x ∈ Δk : Λn(nx) ⊂ (NW ε,ε) ∩ ΛN}

とすると, FKG不等式より

Φpβ ,2

N,(w) (AN ) Φpβ ,2

N,(w) (BN ) ≤ P
β
N,+ (AN ∩ BN )

= P
β
N,+

(
|Zx| = 1 (∀x ∈ Δ+

k ∪ Δ−k );AN ∩ BN

)
+ P

β
N,+

(
|Zx| = 0 (∃x ∈ Δ+

k ∪ Δ−k );AN ∩ BN

)
となる. また, それぞれの定義より(

l⋃
i=1

E
R

(i)
N

∪ EDN

)
∩

⋃
x∈Δ+

k ∪Δ
−
k

EΛ2n(nx) = ∅
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であるので, 注意 7.8より

P
β
N,+

(
|Zx| = 0 (∃x ∈ Δ+

k ∪ Δ−k ) | AN ∩ BN

)
≤ N (1−α)d exp (−cNαγ)

が成り立つ. 従って事象 BN の定義に注意すると, 適当な cβ ∈ (0,∞)に対し

exp
(
−cβδNd−1

)
Φpβ ,2

N,(w) (AN ) ≤ P
β
N,+ (AN ∩ BN )(7.28)

≤ 2P
β
N,+

(
|Zx| = 1 (∀x ∈ Δ+

k ∪ Δ−k );AN ∩ BN

)
を得る. 事象 {|Zx| = 1 (∀x ∈ Δ+

k ∪ Δ−k )} 上では, (NW ε/2,+) ∩ Λ(w)
N 内のクラスター C+ と

(NW ε/2,−) ∩ Λ(w)
N 内のクラスター C−が存在して,

C+ ⊃
⋃

x∈Δ+
k

(C∗x ∩ Λn(nx)), C+ ∩ ∂exΛN �= ∅, C− ⊃
⋃

x∈Δ−
k

(C∗x ∩ Λn(nx))

をみたす. さらに,事象{|Zx| = 1 (∀x ∈ Δ+
k ∪Δ−k )}∩AN ∩BN上では, C+∩C− = ∅, C−∩∂exΛN = ∅

となるので

P
β
N,+

(
|Zx| = 1 (∀x ∈ Δ+

k ∪ Δ−k );AN ∩ BN

)
(7.29)

= P
β
N,+ (CN ) + P

β
N,+

(
Zx = 1 (∀x ∈ Δ+

k ∪ Δ−k );AN ∩ BN

)
= 2P

β
N,+ (CN )

を得る. ただし,

CN = AN ∩ BN ∩
{
Zx = +1 (∀x ∈ Δ+

k )
}
∩

{
Zx = −1 (∀x ∈ Δ−k )

}
とする. しかるに, vol(Sε) ≤ δ/10, T = W ε,+ ∪W ε,− ∪ Sε であることより

CN ⊂
{
ZN ∈ V

(
χW ,

δ

3

)}
となるので, (7.28), (7.29)と合わせて (7.27)を得る.

7.5 命題 7.5の証明

本稿では, u ∈ BV(T ;±1)ならば

lim
δ→0

lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V(u, δ)

)
≤ −Fβ(u)(7.30)

が成り立つことを, u ∈ BV(T ;±1)が ∂∗u ⊂ T ◦をみたす場合についてのみ示す. ∂∗u ∩ ∂T �= ∅と
なる場合の証明も本質的には同様である.
各 s ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1)に対し

B′(s, λ;−→ed ) =

⎧⎪⎨⎪⎩(R,B) :
ある t ∈ Rdが存在して次をみたす:

R = t+ [−s/2, s/2]d−1 × (−(λs)/2, (λs)/2],
B = t+ [−s/2, s/2]d−1 × {0}

⎫⎪⎬⎪⎭
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と定める. 各−→n ∈ Sd−1, s ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1)に対し

B◦(s, λ;−→n ) =

{
(R,B) :

ある (R′, B′) ∈ B′(s, λ;−→ed )が存在して次をみたす:
R ⊂ T ◦, R = R′(O;−→n ), B ⊂ T ◦, B = B′(O;−→n )

}

と定め, B◦(s, λ) = {(R,B) : ある−→n ∈ Sd−1に対し (R,B) ∈ B◦(s, λ;−→n )である }と定める. ただ
し, T ◦ = (−1/2, 1/2)dであって, 各 Γ ⊂ Rd, −→n ∈ Sd−1に対し Γ(O;−→n )は, Γを {x ∈ Rd : xd = 0}
が−→n に垂直となるように原点Oを中心に回転させたものである. 各 (R,B) ∈ B◦(s, λ;−→n )に対し

R+ = {t ∈ R : t · −→n ≥ 0} , R− = {t ∈ R : t · −→n < 0} , χ′R = 1R+ − 1R−

とする.

定理 7.12. 任意に u ∈ BV(T ;±1)を ∂∗u ⊂ T ◦をみたすように取る. この時, 任意の δ > 0に対し
s ∈ (0, 1)を十分小さく取ると, 適当な l ∈ Nに対しある

{
(R(i), B(i))

}l

i=1
⊂ B◦(s; δ) が取れて,∣∣∣∣∣

l∑
i=1

∫
B(i)

τβ(−→n i) dHx − Fβ(u)

∣∣∣∣∣ ≤ δ,∫
B(i)

∣∣χ′
R(i)(t) − u(t)

∣∣ dHx ≤ δvol(R(i)) (1 ≤ ∀i ≤ l)

が成り立つ. ただし, 任意の 1 ≤ i ≤ lに対し −→n i ∈ Sd−1 は (R(i), B(i)) ∈ B◦(s, δ;−→n i)をみたす
{u = −1}の ∂∗uにおける唯一の外法線と同じ向きである. ここで, 各 1 ≤ i < j ≤ lに対し−→n i = −→n j

となることもあることに注意する.

証明は省略する.

証明 (命題 7.5(∂∗u ⊂ T ◦)). β > βc(d)とする. u ∈ BV(T ;±1)は ∂∗u ⊂ T ◦ をみたすとし, δ ∈
(0, 3(1 − θ))とする. αを (7.3)をみたすように取り, N ∈ Nを取る毎に n = Nα とする. さらに,
k ∈ NはN = (2k + 1)nをみたすとする. 各R ⊂ T , ε > 0に対し

V′(R, ε) =
{
v ∈ L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ]) :

∫
R

∣∣v(t) − χ′R(t)
∣∣ dt ≤ ε

}
とする. 定理 7.12の主張をみたす

{
(R(i), B(i))

}l

i=1
⊂ B◦(s; δ), {−→n i}l

i=1 を適当に取り,

F (ε) =
l⋂

i=1

V′(R(i), εvol(R(i))

とする. δと sに対し ζ ∈ (0, 1)を十分小さく取ると命題 7.10より

lim
δ′→0

lim sup
N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ V(u, δ′)

)
≤ lim sup

N→∞

1
Nd−1

logμβ
N,+

(
MN

mβ
∈ F (2δ)

)
≤ lim sup

N→∞

1
Nd−1

log P
β
N,+

(
Zζ

N ∈ F (3δ)
)

が成り立つ. しかるに, 任意のN ∈ Nに対し

�
{
zN ∈ L1(T ; [−m−1

β ,m−1
β ]) : P

β
N,+ (ZN = zN ) > 0

}
≤ 3N(1−α)d

(7.31)
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が成り立つので, (1 − α)d < d− 1に注意すると,

lim sup
N→∞

1
Nd−1

log

(
sup

zN∈F (3δ)
P

β
N,+

(
Zζ

N = zN

))
≤ −Fβ(u) + cβ,uδ(7.32)

を示せば (7.30)を得る. ただし, cβ,u ∈ (0,∞)である.
以後は特に断りなく, N ∈ Nは十分大きいとし c ∈ (0,∞)とする. ここで, c ∈ (0,∞)は行毎に異

なる場合があることに注意する. また表記の簡単の為に, 記号から ζ を省略し, ZN の実現値も ZN

と表し, その実現値が ZN である事象を {ZN}と表す. 任意に ZN ∈ F (3δ)を取る. 各 1 ≤ i ≤ lに
対し R̃(i)を

R̃(i) ⊂ R(i), (R̃(i), B(i)) ∈ B◦(s, δ/2;−→n i)

をみたす唯一のものとし,

R
(i)
N = (NR(i)) ∩ ΛN , R̃

(i)
N = (NR̃(i)) ∩ ΛN

とする. さらに, ε = +もしくは−に対し

R
(i),ε
N = NR(i),ε ∩ ΛN , Ξ(i),ε

N = ∂exR̃
(i)
N ∩R(i),ε

N ,

Δ(i)
k = {x ∈ Δk : Λn(nx) ∩R(i)

N �= ∅}, Δ(i),ε
k = {x ∈ Δk : Λn(nx) ∩R(i),ε

N �= ∅},

Δ̃(i),ε
k = {x ∈ Δk : Λn(nx) ∩ R̃(i),ε

N �= ∅}

とする.
任意に 1 ≤ i ≤ lを取る. 事象 {ZN}上で, Λn(nx) (x ∈ Δ(i)

k )が悪いとは,

(i) Zx = 0, (ii) Zx = −1, Λn(nx) ∩R(i),+
N �= ∅, (iii) Zx = +1, Λn(nx) ∩R(i),−

N �= ∅,

すなわち,

(i) Zx = 0, (ii) Zx = −1, (x ∈ Δ(i),+
k ), (iii) Zx = +1, (x ∈ Δ(i),−

k )

のいずれかをみたす時に言う. また, Λn(nx)が良いとは (i)–(iii)のいずれもみたさない時に言う. こ
の時, G(i)

N = {y ∈ ΛN : x ∈ Δ(i)
k である良い Λn(nx)が存在して y ∈ Λn(nx)である } とし, G(i)

N 内の
クラスター C(G(i)

N )を取ると,

C(G(i)
N ) ∩ Ξ(i),+

N = ∅ もしくは C(G(i)
N ) ∩ Ξ(i),−

N = ∅(7.33)

が成り立つ. まず悪い Λn(nx)の数を評価する.∣∣∣∣∣∣N (1−α)d

∫
R(i),+

|ZN (t) − 1| dt−
∑

x∈Δk

1{Λn(nx)∩R
(i),+
N �=∅}

∣∣Zx − 1
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c

(
sN (1−α)

)d−1

が成り立つので,∣∣∣{x ∈ Δ(i),+
k : Λn(nx)は悪い

}∣∣∣ ≤ ∑
x∈Δk

1{Λn(nx)∩R
(i),+
N �=∅}

∣∣Zx − 1
∣∣(7.34)

≤ c
(
sN (1−α)

)d−1
+ 3δvol(R(i))N (1−α)d
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を得る. 同様にして,∣∣∣{x ∈ Δ(i),−
k : Λn(nx)は悪い

}∣∣∣ ≤ c
(
sN (1−α)

)d−1
+ 3δvol(R(i))N (1−α)d(7.35)

を得る. 次に Δ̃(i),+
k と Δ̃(i),−

k から悪いΛn(nx)が最も少なくなる階層をそれぞれ取り出す (正確な定
義は [B99, BIV00]参照). Δ̃(i),+

k から−→n iの方向を基準にして互いに素ないくつかの階層を少なくと
も cδsN1−α は取り出す. この時, (7.34), (7.35)と階層の数が少なくとも cδsN1−αであることより,
各階層の悪い Λn(nx)の数に関する最小値m+

i は

m+
i ≤ csd−1δN (1−α)(d−1)

をみたす. 同様にして, (−−→n i)の方向の各階層の悪い Λn(nx)の数に関する最小値m−i も

m−i ≤ csd−1δN (1−α)(d−1)

をみたす. 従って, ある cu ∈ (0,∞)が存在して

l∑
i=1

(
m+

i +m−i
)
≤ cuδN

(1−α)(d−1)(7.36)

が成り立つ.
各 1 ≤ i ≤ l, ε ∈ {+,−}に対し

S(i),ε = {x ∈ Δ̃(i),ε
k : xはmε

i を実現する (特別な)階層に属し Λn(nx)は悪い }

とし,

E(ZN ) =
l⋃

i=1

⋃
ε∈{+,−}

{
{y, z} ∈ Ed : y ∈ Λn(nx), z �∈ Λn(nx) (∃x ∈ S(i),ε)

}

とする. 事象 Aを A = {ω ∈ Ω̂(w)
N : ある σ ∈ ΩN が存在して (σ, ω) ∈ {ZN}である } と定め, 各

ω ∈ Aに対して ω̃を

ω̃e = 0 (e ∈ E(ZN )), ω̃e = ωe (e �∈ E(ZN ))

と定める. この時, (7.33)より

∀ω ∈ A, ω̃ ∈
l⋂

i=1

{
R

(i)
N 内でΞ(i),+

N |←→ Ξ(i),−
N

}
が成り立つ. 従って, (7.36)より |E(ZN )| ≤ dcuδN

d−1となることに注意して定理 4.5を用いると,

P
β
N,+ (ZN ) ≤ Φpβ ,2

N,(w)(A)(7.37)

≤ exp
(
c′β,uδN

d−1
)

Φpβ ,2

N,(w)

(
l⋂

i=1

{
R

(i)
N 内でΞ(i),+

N |←→ Ξ(i),−
N

})
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を得る. ただし, c′β,u ∈ (0,∞)である. しかるに, Φpβ ,2

N,(w) = φ
pβ ,2

(N+1),w

(
· | ωe = 1 (∀e ∈ E∂inΛN+1

)
)
に

注意すると, FKG不等式より

Φpβ ,2

N,(w)

(
l⋂

i=1

{
R

(i)
N 内でΞ(i),+

N |←→ Ξ(i),−
N

})

≤ φ
pβ ,2
N+1,w

(
φ

pβ ,2

R
(l)
N ,·

({
Ξ(l),+

N |←→ Ξ(l),−
N

})
;
l−1⋂
i=1

{
R

(i)
N 内でΞ(i),+

N |←→ Ξ(i),−
N

})

≤ φ
pβ ,2

R
(l)
N ,f

({
Ξ(l),+

N |←→ Ξ(l),−
N

})
φ

pβ ,2
N+1,w

(
l−1⋂
i=1

{
R

(i)
N 内でΞ(i),+

N |←→ Ξ(i),−
N

})
...

≤
l∏

i=1

φ
pβ ,2

R
(i)
N ,f

({
Ξ(i),+

N |←→ Ξ(i),−
N

})
となる. 従って, 定理 6.10と定理 7.12と (7.37)より

lim sup
N→∞

1
Nd−1

log
(
P

β
N,+ ({ZN})

)
≤ −Fβ(u) + δ + cβδs

d−1l + c′β,uδ

となるので,

sd−1lτmin
β ≤

l∑
i=1

∫
B(i)

τβ(−→n i) dHx ≤ Fβ(u) + 3

に注意すると (7.32)を得る.

7.6 命題 7.6の証明

命題 7.10より次の補題 7.13を示せば命題 7.6を得る.

補題 7.13. d ≥ 3として, 任意に β > βc(d)を取る. 任意に αを (7.3)をみたすように取り n = Nα

とし, r = d/(1+3d)とする. 任意に δ ∈ (0, 3(1− θ)), ζ ∈ (0, δ/3)を取る. この時, ある cβ ∈ (0,∞)
が存在して任意の a > 0に対し

lim sup
N→∞

1
Nd−1

log P
β
N,+ (ZN ∈ V(Kβ(a), δ)c) ≤ −cβa(7.38)

が成り立つ. ただし, 各 a > 0に対しKβ(a) = {u ∈ BV(T ;±1) : Fβ(u) ≤ a} である.

証明. β > βc(d)とする. δ ∈ (0, 3(1 − θ)), ζ ∈ (0, δ/3)とし, 記号から ζ を省略する. また表記の簡
単の為に, ZN の実現値も ZN と表し, その実現値が ZN である事象を {ZN}と表す. 以後は特に断
りなく, N ∈ Nは十分大きいとし c ∈ (0,∞)とする. ここで, c ∈ (0,∞)は行毎に異なる場合がある
ことに注意する. (1 − α)d < d− 1に注意すると (7.31)より, ZN ∈ V(Kβ(a), δ)cを任意に取り

P
β
N,+ ({ZN}) ≤ c exp

(
−cβaNd−1

)
(7.39)
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を示せば (7.38)を得る. ただし, cβ ∈ (0,∞)である.
ZN ∈ V(Kβ(a), δ)cとする. 互いに素な T +, T −, T 0 ⊂ T を

ZN (t) = +1 (t ∈ T +), ZN (t) = −1 (t ∈ T −), ZN (t) = 0 (t ∈ T 0),

T + ∪ T − ∪ T 0 = T

をみたすように取り,

Λ+
N = (NT +) ∩ Zd, Λ−N = (NT −) ∩ Zd

とする. この時, 任意の Λ(w)
N 内のクラスター C は

C ∩ (Λ+
N ∪ ∂exΛN ) = ∅ もしくは C ∩ Λ−N = ∅(7.40)

をみたす. また補題 7.9より

vol(T 0) =
∫
T

1{ZN=0}(t) dt ≤ δ(7.41)

としてもよい. ここで, ボレル集合A ⊂ T が P(A) < ∞, T − ⊂ A ⊂ T \T +をみたすならば,∫
∂∗A

dHx ≥ a

τmax
β

(7.42)

が成り立つことを背理法を用いて示す. ただし, τmax
β = max{τβ(−→n ) : −→n ∈ Sd−1} < ∞ とする.

いま,

Fβ(A) =
∫

∂∗A
τβ(−→n x) dHx ≤ τmax

β

∫
∂∗A

dHx ≤ a

となるが, (7.41)とAの取り方より ∫
T
|χA(t) − ZN (t)| dt ≤ δ

であるので, ZN ∈ V(Kβ(a), δ)cに矛盾である.
以後, 粗視化をもう一度行う為に k′, L ∈ Nに対し n = (2k′ + 1)Lをみたす場合だけを考える.

l = 2(2kk′ + k + k′)とする. この時, N = (2l+ 1)Lであることに注意する. 各 xL ∈ Δlに対し事象
RxL

⊂ Ω̂(w)
N を

RxL
= UxL

∩
{

C∗xL
以外には, diam∞(C(Λ2L(LxL))) ≥ Lrをみたす

Λ2L(LxL)上のクラスター C(Λ2L(LxL))は存在しない

}
,

UxL
=

{
Λ2L(LxL)内に Λ2L(LxL)-横断クラスター C∗xL

(Λ2L(LxL))が唯一存在する
}

と定め, XxL
を

XxL
(ω) = 1 (ω ∈ RxL

), XxL
(ω) = 1 (その他)

と定める. (Δl, {{xL, yL
} ∈ Ed,∗ : XxL

= Xy
L

= 1}) の各連結成分を (Δl 内のスケール Lであ
る)∗-クラスターと呼び, xLを含む ∗-クラスターを (C∞L )xL

と表す. ただし, Ed,∗ = {{x, y} : x, y ∈
Zdであって d∞(x, y) = 1である }とする. ここで,{

z ∈ ΛN : ある y
L
∈ (C∞L )xL

が存在して z ∈ C∗y
L
である

}
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は連結であって同一のクラスターに含まれることに注意する. Δ+
l ,Δ

−
l ⊂ Δlを

Δ+
l =

{
xL ∈ Δl : ΛL(LxL) ⊂ Λ+

N

}
, Δ−l =

{
xL ∈ Δl : ΛL(LxL) ⊂ Λ−N

}
とし,

ÃN = Λ−N ∪
⋃

xL∈Δ
−
l

{
z ∈ ΛN :ある y

L
∈ (C∞L )xL

が存在して z ∈ ΛL(Ly
L
)である

}
とする. (7.40)より, 任意のΔl内のクラスター CLは

CL ∩ (Δ+
l ∪ (∂inΔl\Δ−l )) = ∅ もしくは CL ∩ Δ−l = ∅

をみたすので,

Λ−N ⊂ ÃN ⊂ ΛN\Λ+
N

が成り立つ. GN = ΛN\ÃN (⊃ Λ+
N )とし, Δl,G = {xL ∈ Δl : ΛL(LxL) ⊂ GN} とする. Δl,Gが ∗-連

結であるとは限らないので, (Δl,G, {{xL, yL
} ∈ Ed,∗ : xL, yL

∈ Δl,G}) の連結成分全体を {Δ(i)
l,G}J

i=1

と表す. この時, x ∈ Δk を Zx = +1をみたすように取ると, {y
L
∈ Δ+

l : ΛL(Ly
L
) ⊂ Λn(nx)} は同

一の連結成分に含まれる. 従って,

J s =
{

1 ≤ i ≤ J :
∣∣∣Δ(i)

l,G

∣∣∣ < (2k′ + 1)d
}
, Jb = {1 ≤ i ≤ J : i �∈ J s}

として,

AN = ÃN ∪
⋃
i∈Js

{
y ∈ ΛN :ある xL ∈ Δ(i)

l,Gが存在して y ∈ ΛL(LxL)である
}

とすると,

Λ−N ⊂ AN ⊂ Λ+
N(7.43)

が成り立つ.
Δl,A = {xL ∈ Δl : ΛL(LxL) ⊂ AN} とすると,

∂exΔl,A ⊂
⋃

i∈Jb

∂inΔ(i)
l,G

であって, 等周不等式より

∀i ∈ Jb,
∣∣∣∂inΔ(i)

l,G

∣∣∣ ≥ c

(
Nα

L

)d−1

(7.44)

をみたす. さらに, (7.42), (7.43)と等周不等式より

∑
i∈Jb

∣∣∣∂inΔ(i)
l,G

∣∣∣ ≥ ca

(
N

L

)d−1

(7.45)

をみたす. しかるに, 定理 5.8と (XxL
)xL∈Δl

の定義より

lim sup
L→∞

1
Lr

log P
β
N,+

(
XxL

= 0
∣∣∣ (

Xy
L

: d∞(y
L
, xL) ≥ 2

))
< 0
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となるので, L ∈ Nを十分大きく取り定理 4.4とパイエルス型議論を用いると, (7.44), (7.45)より
(7.39)を得る.
最後に, ここで用いたパイエルス型議論について述べておく. 区別のつかない総数m個の集合を

各集団が少なくとも s個から成る j個の (区別のある)集団に分割するには (m ≥ sjとして),(
m− sj + j

j

)
通りの方法がある. 以後, s = �cNα(d−1)L1−d とし, XxL

= Xy
L

= 0 (xL ∼ y
L
)から定まる連結性

を用いる. 連結成分の代表点の選び方を考慮すると,

P
β
N,+

(∣∣∣∣∣
{
xL :

XxL
= 0であって,

xLは頂点数 s以上の連結成分に属する

}∣∣∣∣∣ = m

)

≤
∑

j≤(m/s)

(
NdL−d

j

)(
m− sj + j

j

)
exp (−(cLr − log κd)m)

≤ m

s
exp

(
−(cLr − ds−1 − log 2 − log κd)m

)
が成り立つ. ただし, κdは連結定数であって κd ∈ (0, 2d− 1)をみたす.

注意 7.14. 補題 7.13の証明の後半では, AN の (スケール Lの)外部境界は {ΛL(LxL) : XxL
= 0}

のいくつかの連結成分で構成されるが, XxL
= 0となる確率が非常に小さいために, AN はそれ程大

きくはなれないということを主張している. また, このことと定理 5.14が成り立つ背景には共通性
がみられる.
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