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1 導入

最適輸送理論とは，空間上に連続的に分布するもの (土砂などをイメージするとよい)を他
の配置へと輸送する際の最小費用に関する問題を扱う理論である．終点配置は与えられており
(例えば土砂で穴を塞ぐ状況を想定するとよい)，始点の分布と終点の分布の総量は等しいとす
る．この状況では「どの場所からどの場所へ，どの程度の量を運搬するか (輸送計画)」を，輸
送費用をなるべく安くするように選択することになる．始点と終点の分布を (正規化して)確
率分布として定式化すると，最適輸送費用は確率速度の空間 (の直積)上の関数となる．特に，
遠くに運べばそれだけ余計に費用がかかる，という自然な状況を想定すると，最適輸送費用は
2つの確率分布の「近さ」を測る指標の一種と考えられる．最適輸送問題の歴史的な背景など
は他の文献に詳しいので ([179],[182, 1章]等)，ここではこれ以上の説明は割愛する．
標題の「熱分布」は，確率論的には，然るべき空間 (Euclid空間，Riemann多様体等) で定

義されたブラウン運動あるいは (対称)拡散過程 1の，ある時刻での分布の解析的な表現であ
り，初期条件と時刻で同定される．「2つの熱分布間の最適輸送費用は，初期条件と時刻の 2つ
のパラメータによってどのように制御されるのか」を調べることは，確率論における標準的な
問題のひとつと言える．この問題は，この予稿全体を通じて取り扱うことになる．例えば，拡
散過程が定常分布を持つ場合は，熱分布と定常分布の近さを測ることは古典的な問題である．
その観点から見れば，測り方として最適輸送費用を用いることに対応している．
概念的には，最適輸送計画と確率測度のカップリングが対応する．従って，熱分布，あるい

はその確率過程としての表現である Brown運動の結合法 (coupling method)が最適輸送理論
と関係することは自然であろう．実際，Euclid空間上の Brown運動の場合には，次のような
カップリングの存在が比較的容易に分かる．

1後者に対しては，「熱分布」という言葉の伝統的な用法からすると濫用．だが，然るべき理由をもって，本文
中ではこのような広い意味で「熱分布」という言葉を用いる．2章の脚注 11参照．
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Theorem 1.1 (結合法による熱分布評価) 各 x0, x1 ∈ Rm，β > α > 0に対して，x0, x1を出
発点とする Rm上の 2つの Brown運動のカップリング (B0(t))t≥0, (B1(t))t≥0 であって，次を
みたすものが存在する：各 t ≥ 0で

E[|B1(2βt)−B0(2αt)|2] ≤ |x1 − x0|2 + 2m(
√
βt−

√
αt)2.

初期分布を δx とする時刻 tでの熱分布を νxt としよう (即ち νxt (dy) := Px[B(2t) ∈ dy])2．ま
た，N > 0をm ≤ N に取る．Theorem 1.1の評価に対応する最適輸送費用を考えることで，
(Euclid)距離 dの平方 d2を輸送費用を決める関数とする最適輸送費用 Td2 (定義は (3.3)参照)

について，以下の不等式が成り立つと分かる：

Td2(νx0
s , νx1

t ) ≤ d(x0, x1)
2 + 2N(

√
t−

√
s)2. (1.1)

ここで，これをひとつのモデルケースとして，「どのような設定において，熱分布は (1.1)をみ
たすのか」という問いを立ててみよう．実は，これと同等な不等式がより一般の設定で成り立
ち，更に，この不等式が熱分布に対して成立する状況は幾何学的に特徴づけられる．例えば，
完備で境界を持たないRiemann多様体上で Laplace(-Beltrami)作用素が定める熱方程式の解
に対応するものとして熱分布を定めた場合，

(1.1)が成り立つことは，「Ricci曲率が非負，かつ，次元がN 以下」と同値

になる．Ricci曲率の定義はここでは述べないが，空間の曲がり具合を記述する何種類かの曲
率の中で，「各方向への曲がり具合を，方向について平均を取った量」になっている．ここで，
関数の 2階微分であるHesse行列を 2次形式と見て，方向について平均を取ると Laplace作用
素が現れることを思い出しておこう．この意味で Laplace作用素とRicci曲率には類似してお
り，実際に幾つかのRiemann幾何の定理 (Laplacian比較定理，Bochner-Weitzenböckの公式
等) を通じて，その対応を見ることができる．

曲率次元条件と，本論の目的
上で枠囲いした性質の一般化として，K ∈ R, N ∈ (1,∞]に対して，「Ricci曲率がK以上，

かつ，次元が N 以下」という条件を考えることができる．(完備で境界を持たない)Riemann

多様体上でこれと同値な条件達を，広義の曲率次元条件と呼ぶことにする．例えば，上記 (1.1)

はK = 0のときの広義の曲率次元条件になっている．広義の曲率次元条件は，古くは 80年代
の Bakryと Émeryの研究に登場しており [19]，近年になって更に複数が知られるようになっ
た (例えば，[181]参照)．ここで，(1.1)は熱分布と距離が定義されていれば意味を持つ式であ
り，Riemann多様体以外の空間でこの式を考えてもよいように思われる．また，他の曲率次元
条件も同様に，必ずしもその定義自体には Riemann多様体としての構造を必要としない．例
えば，後述のように，最適輸送理論を用いた条件で底空間の距離と測度しか必要としないもの
もある．一方，それら複数の広義の曲率次元条件の間の同値性を示そうとすると，しばしば，
一旦Ricci曲率で記載された条件を経由する必要がある．そのため，拡張された意味での広義
の曲率次元条件達に対して，その同値性が拡張された枠組で同様に成り立つかどうかは全く非
自明な問題だったと言える．
近年，この問題はかなり一般的な設定で解決されており，その結果を前提として，測度距離

空間上の幾何解析や熱分布の特性の研究は，一段深い段階に入りつつある．本論の主目的は，

2幾何学的特性との対応を見る上で，熱分布の生成作用素は ∆/2ではなく ∆を用いる．以下も同様．
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そのような近年の研究の流れを紹介すること，即ち，「最適輸送理論の概観の紹介」「複数の (広
義の)曲率次元条件の紹介」「Riemann多様体を超えた枠組での，条件の同値性とその応用」
について，特に熱分布の特性に焦点を当てて論じることにある．

動機について
このような「枠組の一般化への志向」は，この文脈においては，素朴な「どれだけ一般的な

枠組で理論が展開できるか？」という好奇心とは別に，幾つかの動機が背景にある．

ひとつには，Riemann幾何学における空間列の (測度 Gromov-Hausdorff)収束の理論にあ
る．Riemann多様体の列を測度距離空間 (距離と測度が与えられた空間)の列とみなし，その
収束および極限空間の性質を調べることは，Riemann幾何学の一分野として，今なお多くの
数学者の叡智が注がれ続けている問題である．特に，対象となる空間族を確定させ包括的に研
究を展開するため，同一のK, N について (広義の)曲率次元条件をみたすRiemann多様体の
列とその極限 (Ricci limitと呼ばれる)を全て含む測度距離空間の族を定義することに興味が
持たれてきた．これは，測度距離空間で意味を持ち，空間列の測度Gromov-Hausdorff収束で
保たれるような (広義の)曲率次元条件を定式化する，という問題に他ならない．そのような
定式化のうち最初のものが 2005年頃にK.-Th. Sturm [173] および J. Lottと C. Villani [136]

によって与えられたことで，彼らの条件をみたす測度距離空間上での幾何解析の研究が急速に
進み始めた．そこで，前述の，他の曲率次元条件との関係が問題になる．特に，Bakry-Émery

によって創始された理論が幾何解析で強力な道具として機能することは広く知られていたが，
彼らの (広義の)曲率次元条件が測度距離空間で成り立つかどうかは，Ricci limitの場合にす
ら (当時は)未知であった．これ以上のことは，歴史的背景等も含め，例えば [182, 2章]とその
参考文献を参照のこと．また Ricci limitについては，日本語による現在の研究の進展状況の
解説がある [186]．

確率論においては，空間に標準的に与えられた確率過程と空間の (幾何学的)特性との相関を
調べることは古典的な問題意識と言え，多くの研究がこの立場から解釈できる．一般的な設定
でも機能する理論を構築することは，問題から本質を抽出する作業を伴う．その結果として，
古典的な設定においてすら理解を一段深めてくれるような新しい特性を見いだすこともある．
実際，曲率次元条件の帰結として得られた熱分布の性質の幾つかは，それ自体が新しく，興味
深い．(1.1)のような初等的な評価ですら，曲率次元条件との関係を通じて初めて考察された
のである [55, 122]．
また，曲率次元条件の異なる定式化には，熱分布自体の性質を調べる上で有用なものもある．

例えば上記の幾何学での動機にあった「空間の収束で安定な条件」という見方は，「熱分布列
の収束で保存される性質」と読み替え得る．(測度距離)空間列の収束と，各空間上の熱分布列
の収束の間には強い繋がりがあると考えられるためである ([15, 76, 176, 175]等参照)．実際，
Bakry-Émeryの曲率次元条件は，それを単独で眺める限り，空間列の収束で安定な性質であ
るとは考え難い．安定性などの新しい性質は，Sturm, Lott-Villaniらの曲率次元条件達との同
値性を通じて初めて認識された，と言えるだろう．
あるいは，曲率次元条件から得た新しい評価は，より一般の枠組で類似の条件を考える際の足

掛かりにすることもできる．測度や距離を適切に選ぶことで，幾つかの確率模型は (Riemann

幾何の知識なしで)測度距離空間に類する枠組に当てはめることができる．複雑な空間，離散
的な空間や無限次元空間等の特異性を持つ空間において，ここで得た知見を土台にして解析を
進める手掛かりが得られる可能性がある．実際にそのような形で進展してきた研究が既に少な
からずある (8.3節参照)．
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歴史的経緯：最適輸送理論および熱分布の役割
広義の曲率次元条件達の関係の中でも，Sturm, Lott-Villaniの条件から Bakry-Émeryらの

条件を導出することが特に大事な問題とされてきた (これは少し正確ではないかもしれない；
当初は，どう解けばいいのか見当もつかない問題と認識されていたように思う)．本論で扱う
内容の紹介を兼ねて，この問題の解決に至るまでの研究の流れを概観しておこう．
Sturm, Lott-Villaniの曲率次元条件は「確率測度の空間上の汎関数，特に相対エントロピー

汎関数が，最適な輸送経路に沿って確率測度を連続的に変形した場合にどのような振る舞いを
するか」という観点で定式化された．その定義の段階から，最適輸送理論が本質的な役割を果
たしている．一方で，Bakry-Émeryの曲率次元条件の定式化は熱分布の生成作用素を用いる
もので，その時間積分版として，熱分布の微分評価が対応する．こう見ると，熱分布に対する
(1.1)のような最適輸送費用の評価が曲率次元条件との関係で登場する以上，このふたつの条
件を橋渡しすると期待するのは自然なことであろう．
(1.1)は，ある意味での熱分布の「差分」を評価していると言える．従って，差分評価の極限

として微分評価が出ると考えるのは自然であろう．その意味で Bakry-Émery理論への繋がり
はある程度自然に了解できる．他方においては，最適輸送理論における，いわゆるOtto解析
に基づく発見的考察を実現することが要になる．Otto解析とは，確率測度の空間上で，最適輸
送費用と整合性のある微分法を (発見的考察として)展開するための形式的な枠組である．熱
分布を確率測度の空間上の (時間をパラメータとする)曲線とみなしOtto解析を適用すると，
相対エントロピー汎関数をポテンシャル関数とする勾配流 (gradient flow)3になることが分か
る．そこで，Sturm, Lott-Villaniの条件が与える相対エントロピー汎関数の条件を利用して熱
分布の性質を解析することが可能になり，実際にその結果として (1.1)のような条件を発見的
考察から導出できる．
(1.1)型の条件と Bakry-Émery理論との橋渡しは，熱半群の微分評価と (1.1)型評価との双

対性として実現された ([118, 120, 122])．一方で，Sturm, Lott-Villaniの条件との対応はより
難解であった．相対エントロピーの勾配流を扱うための枠組としては，距離空間上の勾配流
の理論が存在していた [7]．一方で，古典的な熱分布の解釈である「Dirichletエネルギー汎関
数の，L2-空間上の勾配流」(確率論の立場からは，Dirichlet形式の理論との関係で，こちらの
方が馴染みが深い) として熱分布を定義できることはよく知られている．この観点が通常の可
微分構造を持たない (測度距離)空間でもある程度有効であることも当時判明していた．そこ
で，まず解析学の問題として，「この，異なる定式化で与えられる 2種の熱分布は同定できる
か？」という問いがあった (6.3節の冒頭参照)．その後，通常の可微分構造に依存しない方法に
よる (肯定的な)解答が特別な場合に登場し [74]，その設定では Sturm, Lott-Villaniの条件か
ら Bakry-Émeryの条件が従うことが示された．そして，そこで提示された道筋に沿って，一
般の測度距離空間へと (熱分布の定義の仕方を含め，多くの新概念が投入・開発されながら)話
が一気に拡張された．[6, 10, 11]においてN = ∞での理論がほぼ完成し，続いて [13, 55]に
よりN <∞の場合が補完された．

応用
動機で述べたように，広義の曲率次元条件達の間の関係が判明したことで，測度距離空間上の

幾何解析でそれぞれの条件の利点が同時に利用可能になった．実際，まず，Sturm, Lott-Villani

の条件をみたす空間族として，Ricci limitを含む測度距離空間という大きな枠組で理論が展開
でき，また同条件の各種幾何学的操作での安定性から多くの例が得られる．

3より正確には「勾配曲線 (gradient curve)」と呼ぶべきものだが，この業界では誰もそう呼ばない．
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Dirichlet形式の理論において，熱半群には Lp 空間 (特に p = 2)での関数解析的な実現と
Feller半群としての測度論的な実現があり，ポテンシャル論を介してこれらの実現が橋渡しさ
れていた．一方で，最適輸送理論を通じて (1.1)のような評価が利用可能な設定では，従来と
は異なる経路で 2つの熱半群が同定される．実際，この設定では熱半群を (連続な)熱核密度
による積分作用素として実現でき (Proposition 7.11; 熱半群の，ある種の正則性)，更に，熱半
群が有界可測関数を Lipschitz連続関数にうつす，という意味での Lipschitz平滑化効果まで得
られる (Remark 7.13)．熱核密度を経由する方法自体は先例があるが，そこではやはりポテン
シャル論的な解析が要になる．この設定では，volume doubling条件などポテンシャル論的な
方法で不可欠な仮定を利用せずに論が展開できる (勿論，その代わりに課している (広義の)曲
率次元条件は，別の意味で空間に強い制約を設けてはいる)．
更に，Bakry-Émery理論が利用可能になることで，既存の幾何解析の技法が (然るべき修正

の上で)適用可能になる．これを最適輸送理論を元に構築された幾何解析の理論と相補的に複
合させることで，Riemann多様体あるいは Ricci limitにおける諸定理が測度距離空間の枠組
に拡張されてきた (8.2節)．その拡張は，剛性定理などで実際に Riemann多様体ではない空
間が自然に登場する等，新しい現象を見出したものにもなっている．
また，理論を展開する過程で，Bakry-Émery理論から逆向きに (1.1)のような熱分布の最適

輸送費用評価を導出する手法が開発された．これを用いると，Bakry-Émery理論を通じて得
られる熱半群の微分に関する関数不等式を通じて，標準的な距離平方以外の，別の最適輸送費
用の評価を得ることができる (9.2節)．そのような評価を通じて，測度距離空間上のBrown運
動に対する結合法を論じることまでもが可能になる (Theorem 9.11)．
これらのうちの多くは Riemann多様体上では既知あるいは自明であったが，その証明は空

間の可微分構造を用いた議論に基づいており，測度距離空間への拡張は全く非自明であった．
一方で，(1.1)型評価を含む幾つかの性質は，Riemann多様体あるいはRicci limitにおいても
未知であった．「測度距離空間でも有効な議論を構築する」という目的の下で研究が展開され
た結果として，Riemann多様体の場合にすら一段深い理解が得られたことになる．

話の構成
ここで，以下の章の構成について概略を述べる．2章では，古典的な話題の復習として，Bakry,

Émeryらが導入した広義の曲率次元条件を重みつきRiemann多様体の枠組で述べる．熱分布
の微分評価等，幾つかの関数不等式への応用も紹介する．3章で，最適輸送理論のうち本論で
用いる基本的な事実について概説する．2章と 3章は独立した内容であり，これは次の章で結
合する．4章ではOtto解析を扱う．まず形式的な Riemann構造を導入し (4.1節)，熱分布が
相対エントロピー汎関数の勾配流となることを検証する (4.2節)．そして，Bakry-Émeryの条
件から，確率測度の空間上で相対エントロピーがみたすべき条件を導出する (この条件は，の
ちに厳密な定式化を経て広義の曲率次元条件のひとつと検証される)．また，その条件と勾配
流の性質を合わせて，(1.1)に相当する評価を導出する (4.3節)．これらは全て形式的な議論で
はあるが，後の話の展開の基礎になる多くの式がここで導入される．
5, 6章は，4章の議論を厳密にするための枠組と，それに関連する話題について扱う．5章

では，前章で形式的に導入された相対エントロピーの性質の最適輸送理論に基づく厳密な定式
化を行う．更に，Sturm, Lott, Villaniらが導入した同種の他の条件を紹介し，それらの基本
的な性質と条件間の関係を簡単に述べる．6章では，距離空間上の勾配流の理論を扱う．特に，
5章で考察した条件を取り込んだ勾配流の定式化を与えると共に，それを熱分布にどのように
適用できるのかを述べる．
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7章では，5, 6章での準備を基に，測度距離空間の枠組で広義の曲率次元条件達の関係を述
べる．この枠組でどのように熱分布を定義するのか，という問題は，実は広義の曲率次元条件
の定式化にも関わる．最初の 2節 (7.1, 7.2節)でこの点について論じた後で，条件の対応を次
の 2節 (7.3, 7.4節)で述べる．
8, 9章は，7章で得た結果の応用と関連する話題を扱う．8章では，前半 2節 (8.1, 8.2節)で

関数不等式への応用と幾何学的な応用を簡潔に紹介する．今回は幾何学が主題ではないので扱
いを小さくしている．一方で，かなり重要な結果が多く含まれるため，全く紹介しないのは不
適切と判断した．実際，確率論の問題にも応用可能と思われる結果もある．また後半 2節 (8.3,

8.4節)で，7章の条件の成立が期待できない枠組での曲率次元条件の拡張と，最適輸送に関係
する確率論の別種の問題を紹介する．9章では，幾つかある解析的な応用のうち，熱分布間の
最適輸送費用評価に関係するものを扱う (他の応用は冒頭で少しだけ述べる)．Bakry-Émery

理論の精密化と，そこから従う関数不等式を 9.1節にまとめ，その応用のひとつとして，熱分
布間の最適輸送費用評価を 9.2節で扱う．9.3節では，(1.1)の評価が (他の関数不等式と組み
合わせることで)いわゆるW-エントロピーの解析に応用できることを紹介する．9.2, 9.3節で
扱う結果の一部は私の最近の研究に基づくもので，まだ論文に執筆していない内容を含む．

注意事項

• 本文中では，確率過程・確率解析に関する話は，Dirichlet形式の幾つかの概念を除き，あ
まり登場しない．確率過程の愛好家にとっては物足りないかもしれない．ただ，表立っ
て登場しないだけで，関係のある話はそれなりにある．

• 確率論と最適輸送理論の双方に関連する (が，主題からやや外れる) 近年の研究も，私の
力量が及ぶ範囲でなるべく取り入れた (主に 8章)．少し背伸びをして執筆したので，説
明が不十分 (あるいは見当違い)の箇所もあるかもしれない．「詳しくないから書かない」
という路線も考えたが，多少の誤りを恐れず，より多くの情報に触れる機会を読者に提
供することを良しとした．必要とあらば他日に修正版を用意する所存であるので，不適
切な記述があれば，どしどしご指摘・ご指導を頂きたい．

• 多くの読者の専門は確率論であり，Riemann幾何にあまり詳しくない人も少なくないと
思われる．一方，そうであっても，本論を通じて何らかの有益な知見が得られると考え
ている．なるべくRiemann幾何の知識なしでも話の筋がつかめるように配慮した．

一方で，Riemann幾何に関する話を完全に避けることは困難であった．どうしても，幾つ
かの場面で用語・概念・定理が登場する (実際，既に「Ricci曲率」等が登場している)．説
明が大変なものは，天与のものとして認めさえすれば読めるように書いたつもりである．

和洋問わずRiemann幾何の良い入門書は多くあるので，ちゃんと分かりたいと思う人は
それらを眺めてみるとよい．また，この書き方が不満な人向けに，幾何を前面に出した
(日本語の)文献として [182, 183]を挙げておく (ただ，[183]は情報がやや古い)．なお，
本稿の内容の一部は [182](の，私の執筆部分)と重複している．

• 本稿では，当該分野の概要を伝えることを主目的に置いている．そのため，きちんとし
た証明を与えている主張はあまり多くない．ただし，参考文献はその都度挙げてあるの
で，厳密な証明が必要であればそちらに当たって頂きたい．一方で，かなりの主張に「な
ぜそれが正しいのか」を感覚的にでも分かってもらうための説明をつけた．分野の雰囲
気の把握あるいは厳密な証明の解読の際の道標になれば，幸いに思う．
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• 多くの場合，参考文献は，網羅的にする代わりに先行結果をよく引用してある代表的な
ものに限定した．

• 以下文中では，特に指示がなければK ∈ R, N ∈ (1,∞)とする．K は「Ricci曲率の下
限」，N は「次元の上限」にそれぞれ相当するパラメータとして用いる．パラメータとし
てはN = ∞の場合も意味があるが，以下では分けて考えるようにしている．

• 以下文中で「容易に」と書いている場合は，「高々，修士課程の大学院生向けの演習問題
程度」の難度のことを指しているものとする．「直ちに」は，定義を組み合わせるだけで
分かる等，もっと易しい場合にのみ用いる．

2 Bakry-Émery理論入門

1章で述べたように，Bakry, Émeryは 80年代の半ばに拡散過程の生成作用素を用いた (広
義の)曲率次元条件を提唱した．この条件を土台とする幾何解析・関数不等式は，今なお活発
に研究されている．ここでは，彼らの条件とその簡単な帰結について復習しておく．
まず簡単のため，Euclid空間 Rm上で，V ∈ C2(Rm)を用いて

Lf := ∆f − ⟨∇V,∇f⟩ (2.1)

と定義される 2階楕円型線形微分作用素を考えよう．この作用素は，確率微分方程式

dXt =
√
2dWt −∇V (Xt) dt

の解の生成作用素になっている (WtはRm上の標準Brown運動)．このとき，ある定数K ∈ R
とN ∈ [m,∞]で，不等式

1

2
L|∇f |2 − ⟨∇f,∇Lf⟩ ≥ K|∇f |2 + 1

N
(Lf)2 (2.2)

が任意の f ∈ C∞(Rm)で (各点で)成り立つことを，Bakry-Émeryの曲率次元条件 (Bochner

不等式，あるいは energetic curvature-dimension conditionとも呼ばれる)という 4．N は 1章
で「次元の上限」として述べたが，「次元に依存する量をパラメータと見る」くらいの意味で
理解しておけばよい．例えば，Bessel過程の「次元」はまさにそういう意味になっている．
(2.2)が成立するための V の条件を考えてみよう．まず，具体的な計算で次が分かる：

1

2
L|∇f |2 − ⟨∇f,∇Lf⟩ =

∑
i,j

(
∂2f

∂xi∂xj

)2

+
∑
i,j

∂2V

∂xi∂xj

∂f

∂xi

∂f

∂xj
.

右辺第 1項は f のHesse行列の成分の平方和であり，対角化によってHesse行列の固有値の平
方和に一致する．よって，Schwarz不等式より，

∑
i,j

(
∂2f

∂xi∂xj

)2

≥ 1

m
(∆f)2

4N = ∞のときは，右辺第 2項を 0と解釈する．
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を得る．この式から，Bakry-Émeryの曲率次元条件は任意の u = (ui)
m
i=1 ∈ Rmで

∑
i,j

∂2V

∂xi∂xj
uiuj −

1

N −m

(∑
i

∂V

∂xi
ui

)2

≥ K
∑
i

u2i

と同値であることが容易に確認できる 5．
(2.2)が「曲率次元条件」と呼ばれる理由を確認する意味も込めて，完備Riemann多様体の

設定に話を一般化しておこう 6．その前に，上記の設定で Lは重みつき測度m = e−V Lm (Lm

はm次元 Lebesgue測度)を対称化測度として持つことを注意しておく．別の言い方をすれば，
Lはエネルギー汎関数

f 7→
∫
Rm

|∇f |2 dm (2.3)

が定める双線形形式に対応する生成作用素になっている．これを踏まえると，完備Riemann多
様体 (M, g)上でRiemann体積測度 volg に重みをつけた測度m = e−V volg, V ∈ C∞(M)を考
えることが自然な一般化になっていると分かる．この場合にも，(2.3)を用いてエネルギー汎関
数を考え，対応する生成作用素 L(および，Lが生成する拡散過程)を考えることができる．更
に，Lは Laplace-Beltrami作用素∆を用いて (2.1)の形に表示できる．(M, g,m)の組を重み
つきRiemann多様体 (weighted Riemannian manifold)という．重みつき Riemann多
様体上で曲率次元条件を論じる場合，Ricci曲率の代わりに (Bakry-Émeryの)重みつきRicci

テンソルRicNV を用いる．dimM = mとすると，RicNV (N ∈ [m,∞], K ∈ R) は次で定義され
る (0, 2)-テンソルである 7：

RicNV := Ric+HessV − 1

N −m
∇V ⊗∇V.

さて，重みつき Riemann多様体上で，次の式 (V = 0のときが，Bochner-Weitzenböck公式)

が知られている：f ∈ C∞(M)に対して，

1

2
L|∇f |2 − ⟨∇f,∇Lf⟩ = ∥Hess f∥2HS +Ric∞V (∇f,∇f).

ここで，∥ · ∥2HSはHilbert-Schmidtノルムを表す．即ち，{ei}ni=1を TxM の正規直交基底とす
ると，∥Hess f∥HS(x)

2 =
∑

i,j Hess f(x)(ei, ej)
2．右辺第 1項について，Euclid空間の場合と同

様にして，∥Hess f∥2HS ≥ 1

m
(trHess f)2 =

1

m
(∆f)2 が分かる．これを用いると，RicNV ≥ Kg

(2次形式の意味で)のとき，(2.2)が成り立つことが容易に分かる．更に，各点毎に，その点
の近傍で試験関数 f をうまく取ることで (2.2)から RicNV ≥ Kgが従う．即ち，この 2条件は
同値．

Remark 2.1 (重みつきRicciテンソル) RicNV は様々な形で幾何解析に自然に現れる．重み
つきでないm次元 Riemann多様体上で，Ric ≥ K の条件の下mをパラメータとして成り立
つ幾つかの不等式は，RicNV ≥ K の仮定の下でmをN に置き換えた形で成立する．一例とし
て，Bonnet-Myersの定理を挙げておこう．これは，

5N = mは，V が定数関数のときのみ許容される．またそのとき，左辺第 2項は 0と解釈する．
6読解に困難を感じる読者は，Remark 2.1の終わりまで飛ばしてもよい；その場合には，以下本文で登場する

「重みつき Riemann多様体」は全て Rm や Tm に前述の方法で重みつき測度 mを入れたものと思って読めば，あ
る程度読めるはずである

7N = ∞, N = mの場合の扱いは，脚注 4,5に準ずる．
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「RicNV ≥ K > 0のとき diam(X) ≤
√
N − 1

K
πが成り立つ」

という主張 (diam(X) := supx,y∈X d(x, y)をXの直径という) である 8．パラメータN が大き
い方が評価は悪くなるので，この例では，「空間次元がN 以下」という解釈が，ある程度自然
に見えるのではないかと思う．ここでは幾何学的な例を挙げたが，Li-Yau不等式 ((9.15)に登
場する)など，解析的な例もある．

Bakry-Émeryの曲率次元条件 (2.2)は，極めて強力かつ根源的な道具として，その応用が幾
何解析で盛んに研究されてきた 9．また，(2.2)は生成作用素の言葉のみで書き直すことがで
き，より一般的な枠組で意味を持つ (Remark 2.2参照)．一方で，式の形を見ると分かるよう
に，(2.2)における曲率や次元の情報は微分演算から抽出している．そのため，可微分構造を
持たない特異な空間で (2.2)が成り立つかどうかの判定は，極めて非自明な問題であった (特
異空間では，微分の対応物が定義できても，曲率の情報を微分から直接引き出すことは絶望的
であろう)．実際，特異な空間で (2.2)が検証できた状況は，ごく近年までほとんどなかったと
言ってよい (無限次元空間および離散空間では若干の例がある；後者については 8.3節 (9)参
照)．また，(2.2)が検証できたとしても，既存の Γ-calculusでは，(2.2)を有効に応用する上で
追加の仮定がしばしば必要になる (Remark 2.2参照)．その検証がもう一段の困難を引き起こ
し，理論の有効性を損ねていた．
1章で述べたように，最適輸送理論によって定式化された曲率次元条件は Bakry-Émeryの

曲率次元条件と然るべき意味で同値になる．ここで，前者の条件は広い範囲の測度距離空間で
意味を持ち，様々な幾何学的な操作で安定であることから，この条件をみたす空間はある程度
豊富にあることが保証されている．更に，前述の「追加の仮定」を避ける手段も提唱されてお
り，その有効性も明らかになりつつある (9.1節参照)．結果として，既存の Γ-calculusとは若
干異なる方法で，Bakry-Émery理論の新たな展開がもたらされつつある，と言える．

Remark 2.2 (Γ-calculus) Bakry-Émery理論の抽象化である Γ-calculusの枠組を簡単に紹
介しておく．Γ-calculusでは，まず測度空間とそのL2-空間上の (非有界)自己共役作用素Lを
与えるところを出発点とする．この文脈では，⟨∇f1,∇f2⟩に相当するものとして平方場作用素
(square field operator/carré du champ)Γ(f1, f2)を

Γ(f1, f2) :=
1

2
(L(f1f2)− f1Lf2 − f2Lf1) (2.4)

として (Lを用いて)定める 10．底空間の距離は，この Γを用いた内在的距離として定める (7.5

節参照)．また，上記の Γを作る操作を関数の各点毎の積 f1f2の代わりに Γ(f1, f2)に対して
適用することで，次の定義を得る：

Γ2(f1, f2) :=
1

2
(LΓ(f1, f2)− Γ(f1,Lf2)− Γ(Lf1, f2)) .

この枠組では，(2.2)は次のように書ける：

Γ2(f, f) ≥ KΓ(f, f) +
1

N
(Lf)2.

8この不等式はより一般の枠組で成り立つ．Theorem 5.9参照．
9重みつき Ricciテンソルも，Bakry, Émery以前から Riemann幾何では知られていた．[182, 3章]参照．

10前述の重みつき Riemann多様体の枠組では，f ∈ C∞
0 (M)に対し Γ(f, f) = |∇f |2 になる．
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これらの概念を正しく定義し豊かな応用を得るためには，然るべき regularityの仮定 (別の言
い方をすれば，様々な計算を正当化できる，適切かつ充分に大きな部分空間Aが Lの定義域
から取れること；[18, 125], [20, 3.3節]等参照) が必要になる．仮定なしでは，Γ, Γ2が定義
できる関数のクラスがどの程度広いのかすら明らかではない．

この章を終える前に，簡単な応用例をふたつ挙げることで，理論の雰囲気を伝えておこう．空
間は前述の重みつきRiemann多様体 (M, g,m)とする．まず，Lが生成する熱半群 11Pt = etL

を用いた (2.2)の定式化を述べる．関数解析的な半群の定義としては，Pt : L
2(m) → L2(m) は

有界線形作用素で，u(t, x) := Ptf(x)は熱方程式 12

∂

∂t
u = Lu, lim

t↓0
u(t, ·) = f (2.5)

を各 f ∈ L2(m)でみたすものとする (極限はL2-強収束の意味で取る；[64, 82, 160]等を参照)．
また，Ptは対称作用素かつMarkov的であることから，各 p ∈ [1,∞]に対してLp(m)からそれ
自身への有界線形作用素として一意拡張できる．あるいは今の設定ならば，Lが生成する拡散
過程 ((Xt)t≥0, (Px)x∈M )を用いて，f ∈ C∞

0 (M)に対しては Ptf(x) = Ex[f(Xt)]と書ける．

Theorem 2.3 (Ptの微分評価による曲率次元条件 [19, 20, 23]) 次は同値：

(1) 任意の f ∈ C∞
0 (M)で (2.2)成立．

(2) 任意の f ∈ C∞
0 (M), t > 0で |∇Ptf |2 +

1− e−2Kt

NK
|LPtf |2 ≤ e−2KtPt(|∇f |2)．

ただし，K = 0のときは (2)の左辺第 2項はK → 0の極限と解釈する (この先，この予稿を通
じて類似した量は全て同様に解釈する)．

(2)は，関数に熱半群を作用させたとき，その 1階・2階の微分がどの程度の大きさになるの
かを，f 自身の微分の言葉を用いて評価した式になっている．「Theorem 2.3は，熱半群 Ptの
言葉で (2.2)に相当する条件を与えている」という意味で，後に扱う熱分布の解析の話と (2.2)

を繋ぐ役割を果たす重要な関係式のひとつである．

Proof. 微分の順序交換等，形式的な計算は全てうまくいくものとして概略を述べる．
(1) ⇒ (2): h ∈ L2(m)が Lの定義域に入っていれば LPth = PtLhが成り立つことを注意

しておく．また，f ≥ 0であれば Ptf ≥ 0となるので，Pt(f
2) ≥ (Ptf)

2が成り立つ．t > 0,

s ∈ (0, t)に対して Φ(s) := e−2K(t−s)Pt−s(|∇Psf |2)とおく．このとき，(2.2)を Psf に対して
用いると，

Φ′(s) = e−2K(t−s)
(
−Pt−s(L|∇Psf |2) + 2Pt−s(∇Psf,∇LPsf)

)
+ 2KΦ(s)

≤ − 2

N
e−2K(t−s)Pt−s(LPsf)

2 ≤ − 2

N
e−2K(t−s)(LPtf)

2

を得る (最初に注意した性質も用いている)．この式を 0から tまで積分すれば (2)を得る．
(2) ⇒ (1): 目標の式は t = 0で等式なので，両辺を t = 0で微分したものについても同じ向

きの不等式が成り立つ．この不等式が (2.2)になることが，簡単な計算から分かる． □
11正確には拡散半群と呼ぶべきもの．だが，この枠組の拡張である測度距離空間では標準となる測度 (Lmや volg)

の概念がないので，この形で与えられる半群を全て熱半群と呼ぶ．その枠組での標準測度の候補として Hausdorff
測度があるが，標準測度と見るべきものであるかどうかは，まだ充分に研究が進んでいない．

12脚注 11と同様，本来は拡散方程式と呼ぶべきもの．
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次に，関数不等式への応用を述べよう．

Theorem 2.4 (対数 Sobolev不等式) M はコンパクトとする 13．また，(2.2)が N = ∞,

K > 0で成り立っているとする．このとき，任意の f ∈ C∞(M), f > 0,

∫
M
f dm = 1 に対し

て次が成り立つ： ∫
M
f log f dm ≤ 1

2K

∫
M

|∇f |2

f
dm.

この不等式を対数 Sobolev不等式という (8.1節で，より抽象的な枠組で再登場する)．確率
分布 fmに対して，この不等式の左辺を相対エントロピーといい (Definition 4.4)，右辺の積分
を Fisher情報量という (Remark 4.6)．対数 Sobolev不等式は解析学・確率論・幾何学の様々
な文脈で登場する非常に重要な不等式である．膨大な研究成果があり，その全容を述べること
は難しい．ここでは [20, Chapter 5]を引用するに留めておく．

Proof. ft = Ptf , ht = logPtf とおく．Φ(t) :=

∫
M
ft log ft dmとしたとき，

Φ′′(t) ≥ −2KΦ′(t) (2.6)

が成り立つことを最初に示す．まず，

Φ′(t) =

∫
M
(1 + log ft)Lft dm = −

∫
M

|∇ft|2

ft
dm = −

∫
M

|∇ht|2ft dm

が分かる．最初と第 3の等号は微分の連鎖律から従い，第 2の等号はGauss-Green公式とLft
の積分が 0になることによる．次に，同様にして，

Φ′′(t) =

∫
M

(
|∇ft|2

f2t
Lft − 2

⟨∇ft,∇Lft⟩
ft

)
dm =

∫
M

(
|∇ht|2Lft − 2⟨∇ht,∇Lft⟩

)
dm

=

∫
M

(
L(|∇ht|2) ft + 2LhtLft

)
dm =

∫
M

(
L(|∇ht|2) ft − 2⟨∇Lht,∇ft⟩

)
dm

=

∫
M

(
L(|∇ht|2) ft − 2⟨∇Lht,∇ht⟩ft

)
dm

を得る (第 3の等号で，被積分関数の第 1項に対してLの対称性を用いた)．これらの計算結果
と (2.2)を合わせれば (2.6)を得る．ここで，(e2KtΦ′(t))′ ≥ 0であるから，

0 ≤
∫ t

0
e−2Ks

∫ s

0
(e2KuΦ′(u))′ du = Φ(t)− Φ(0)− 1− e−2Kt

2K
Φ′(0)

を得る．今，条件から lim
t→∞

Φ(t) = 0が成り立つので，t→ ∞とすれば結論を得る． □

3 最適輸送理論の基礎

以下の各節で扱う内容を大まかに紹介しておく．3.1節で，最適輸送理論の説明に用いる基
本的な用語・概念 (最適輸送費用の定義を含む)を用意する．それらは後の章でも頻繁に利用
する．3.2節では，最適輸送理論における最も基本的な結果である最適輸送費用の双対表現

13話を簡単にするための仮定．
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(Kantorovich双対性)と，後の議論にも関係する簡単な応用を述べる．最適輸送問題の解が写
像で与えられるかどうかは，歴史的に重要な問題であったし，様々な応用もある．この方面で
最も基本的な結果であるBrenierの定理を 3.3節で紹介する．3.4節では，最適輸送費用から定
まる Lp-型の距離であるWasserstein距離を導入し，その基本的な性質を述べる．最後に，3.5

節では，Wasserstein距離の特筆すべき性質として，最適輸送が測度の連続変形による輸送と
して実現できること，その実現が経路空間上の測度を用いて与えられることを説明する．合わ
せて，連続変形による輸送の双対表現に関する結果を紹介する．
なお，最適輸送理論の基礎に関する参考文献として [7, 179, 180]を挙げておく．

3.1 基本的な記号と概念

この予稿を通して (X, d)は完備可分な距離空間とする．位相空間 Y に対しP(Y )を Y 上の
(Borel)確率測度の全体とする．可測写像 φ : Y → Z による µ ∈ P(Y ) の押し出し (push-

forward)をφ♯µ ∈ P(Z)で表す．即ち，各可測集合A ⊂ Zに対して (φ♯µ)(A) := µ(φ−1(A))．
射影 pi : X×X → X (i = 0, 1)を p0(x0, x1) := x0, p1(x0, x1) := x1 で定める．µ0, µ1 ∈ P(X)

に対して，Π(µ0, µ1)をµ0とµ1のカップリングの全体とする (最適輸送理論の用語では，Π(µ0, µ1)

の元を µ0と µ1の輸送計画 (transference plan)という)．即ち，

Π(µ0, µ1) := {π ∈ P(X ×X) | (pi)♯π = µi (i = 0, 1)}.

dが測地距離 (geodesic distance)であるとは，任意の x, y ∈ X に対して次をみたす連
続な曲線 γ : [0, 1] → X が存在することをいう：γ(0) = x, γ(1) = y かつ各 s, t ∈ [0, 1]で
d(γ(s), γ(t)) = |s − t|d(x, y)．また，この γ を測地線 (geodesic)14 という．測地距離が定め
る距離空間を測地空間 (geodesic space)という．X上の測地線全体の成す集合をGeo(X)と
書く．Euclid空間は測地空間であり，線分が測地線に相当する．またRiemann多様体 (M, g)

は，Riemann軽量 gが定める Riemann距離 dg によって自然に距離空間 (M,dg)の構造を持
つ．(M, g)が完備であれば (M,dg)は測地空間になる．
(Y, dY )を距離空間とする．γ : [0, T ] → Y が絶対連続 (absolutely continuous) であると

は，ある g ∈ L1((0, T ))が存在し，s, t ∈ [0, T ], s < tに対して

dY (γ(s), γ(t)) ≤
∫
[s,t]

g dL1

が成り立つこととする．g ∈ L1
loc(0, T )のとき，局所絶対連続という．p ∈ [1,∞]について，こ

の gが Lp(0, T )の元に取れる γの全体を ACp(0, T ;Y )と書く．また，γ ∈ AC1(0, T ;Y )に対
して |γ̇| : [0, T ] → Rを

|γ̇|(t) := lim
s→t

dY (γ(s), γ(t))

|s− t|

で定め，γのmetric speedという．γ ∈ ACp(0, T ;Y )のとき，前述の gとして |γ̇|が取れ，斯
様な gの中で Lp-ノルム最小のものになる [7, Theorem 1.1.2]．定義から明らかに Geo(X) ⊂
AC∞(0, 1;X) であり，各 γ ∈ Geo(X)に対して |γ̇| ≡ 1．

14Riemann幾何では，「最短測地線」と呼ばれるもの．ただ，本稿に最短でない測地線は登場しないので，簡単
のため単に測地線と呼ぶ (同様の慣習は測度距離空間上の幾何解析に関する多くの研究論文でもしばしば採用され
ている．
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Lip(X) (Lipb(X))を，X上のLipschitz連続関数の全体 (有界Lipschitz連続関数の全体)とす
る．f ∈ Lip(X)に対して，f の局所Lipschitz定数 |∇f |および (大域)Lipschitz定数 Lip(f)

を以下で定める：

|∇f |(x) := lim
y→x
y ̸=x

|f(y)− f(x)|
d(y, x)

= lim
r↓0

(
sup

y; d(x,y)∈(0,r)

|f(y)− f(x)|
d(y, x)

)
, (3.1)

Lip(f) := sup
y ̸=x

|f(y)− f(x)|
d(y, x)

.

なお，底空間がRiemann多様体 (特にRm)で f がC1-級であれば局所 Lipschitz定数は勾配ベ
クトル∇f の長さに一致する．よって，以下ではこれらの記号を区別しない．f : X → Rに対
して，「任意の γ ∈ AC1(0, 1;X)で

f(γ(1))− f(γ(0)) ≤
∫ 1

0
g|γ̇|dL1 (3.2)

をみたす g : X → Rを f の upper gradientという．dが測地距離であれば f ∈ Lip(X)に対
し，|∇f |は f の upper gradientになる (詳しくは [8, Remark 2.8]等を参照)．特にこのことか
ら，Lip(f) = supx∈X |∇f |(x)が直ちに分かる．

連続関数 c : X×X → [0,∞)は各 x ∈ Xで c(x, x) = 0とする．cを費用関数 (cost function)

とする 15 最適輸送費用 (optimal transportation cost) Tc : P(X)×P(X) → [0,∞] を次
で定める：

Tc(µ0, µ1) := inf
π∈Π(µ0,µ1)

∫
X×X

c(x, y)π(dxdy). (3.3)

最適輸送費用を最小化するπを求めることをKantorovichの最適輸送問題という．Prokhorov

の定理の容易な応用により，Π(µ0, µ1)はコンパクトと分かる．そのことから，右辺の infを実現
するπが存在することが容易に示せる (一意とは限らない)．これを最適カップリング (optimal

coupling)という．なお，(3.3)を見れば，Theorem 1.1が (1.1)を導くことは自明．

最適カップリング πの性質や TcのP(X)2上の関数としての性質を調べることが，最適輸
送理論の基本的な問題と言えるだろう．実際に，この章の後の節でそういった話題を扱う．

3.2 Kantorovich双対性とその応用

Theorem 3.1 (Kantorovich双対性) 各 µ0, µ1 ∈ P(X)に対し，

Tc(µ0, µ1) = sup

{∫
X
g dµ1 −

∫
X
f dµ0

∣∣∣∣ g, f ∈ Cb(X), g ◦ p1 − f ◦ p0 ≤ c

}
= sup

{∫
X
f c dµ1 −

∫
X
f dµ0

∣∣∣∣ f ∈ Cb(X)

}
,

ただし，f c(y) := inf
x∈X

{f(x) + c(x, y)} (f の c-変換).

15最適輸送理論では費用関数として下半連続なものや負の値を取りうるもの (特に，下に非有界)，c(x, x) ̸= 0を
考える問題もあるが，今回は扱わない．
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証明 (の概略)は，下記Theorem 3.4と合わせてこの節の最後に述べる．ただ，その前に不等式
“≥”だけなら直ぐに従うことを注意しておこう．実際，任意のπ ∈ Π(µ0, µ1)で g◦p1−f ◦p0 ≤ c

を積分し，πについて infを，(−f, g)について supを取ればよい．また，第 2の等号は第 1式
の意味を考えれば容易に分かる．gを f c に置き換える代わりに，同様の操作を −f に対して
行ってもよい (つまり，−f を (−g)cに置き換える)．
Kantorovich双対性の簡単な応用として，Tcは，P(X) × P(X)の要素の凸結合に関して

凸関数になることが分かる．他の応用については，特に c = dの場合が基本的．この時には
f c ∈ Lipb(X), Lip(f) ≤ 1が容易に分かる．また元より f ∈ Lip(X), Lip(f) ≤ 1であれば
f c = f になる．従って，上記の f の置き換え操作を行ってから Theorem 3.1の第 2式を適用
すれば次が得られる：

Corollary 3.2 (Kantorovich-Rubinsteinの公式) 各 µ0, µ1 ∈ P(X)に対し，

Td(µ0, µ1) = sup

{∫
X
f dµ1 −

∫
X
f dµ0

∣∣∣∣ f ∈ Lipb(X), Lip(f) ≤ 1

}
.

この評価から，熱分布間の最適輸送距離評価の最も易しい場合を含む，次の結果が従う：

Corollary 3.3 (W1-評価と L∞-微分評価の双対性) P (x, ·) ∈ P(X) (x ∈ X)をMarkov核
とする．P の f ∈ Cb(X)および µ ∈ P(X)への作用をそれぞれ Pf ∈ Cb(X), P ∗µ ∈ P(X)

と書く．このとき，C > 0について次は同値：

(1) 各 µ0, µ1 ∈ P(X)でW1(P
∗µ0, P

∗µ1) ≤ CW1(µ0, µ1)．

(2) 各 f ∈ Lipb(X)で Lip(Pf) ≤ CLip(f)．

Proof. (1) ⇒ (2): µ, νとしてDirac測度を考え，Corollary 3.2を適用すればよい．
(2)⇒ (1): 各π ∈ Π(µ0, µ1)をTd(µ0, µ1)の最適カップリングとする．このとき，f ∈ Lipb(X)

に対して∫
X
f dP ∗µ1 −

∫
X
f dP ∗µ0 =

∫
X
Pf dµ1 −

∫
X
Pf dµ0 =

∫
X×X

(Pf ◦ p1 − Pf ◦ p0) dπ

が成り立つ．この式の右辺の被積分関数に (2)を適用してから，左辺にCorollary 3.2を適用す
ればよい． □

Kantorovich双対性を通じて，カップリングの最適性の特徴づけが得られる．説明の準備とし
て概念を幾つか導入しよう．µ0, µ1 ∈ P(X)，π ∈ Π(µ0, µ1)とする．f ∈ L1(µ0), g ∈ L1(µ1)

16

であって {
g ◦ p1 − f ◦ p0 ≤ c,

g ◦ p1 − f ◦ p0 = c π-a.e.
(3.4)

が成立するとき，(−f, g)の組を (πに付随する)Kantorovich potentialという．Kantorovich

potentialは，Theorem 3.1で等号を成立させる関数の組と解釈できる (ただし，supを取る関数
の範囲に入っているとは限らない)．一般には Kantorovich potentialは存在するとは限らず，

16以下の条件のため，正確には a.e.の同値類を取らず，単に「可積分関数」と見るべき．
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また一意性もあるとは限らない．(少なくとも，(−f, g)がKantorovich potentialであれば，任
意の α ∈ Rについて (−f − α, g + α)もそう)．一方で，Kantorovich potentialが存在すれば
πは最適カップリングであることが直ちに分かる．また，E ⊂ X ×X が費用関数 cに関して
巡回単調 (cyclically monotone) であるとは，任意の n ∈ N, (xi, yi) ∈ E (i = 1, . . . , n) に
対して，

n∑
i=1

c(xi, yi) ≤
n∑

i=1

c(xi, yi+1)

が成り立つこととする (ただし yn+1 = y1とする；以下，この条件に関連する考察の際も同様)．
また，π ∈ Π(µ0, µ1)について，ある巡回単調集合 E で π(Ec) = 0をみたすものがあるとき，
πを (c-)巡回単調カップリングという．(x, y) ∈ Eを，ある輸送計画での輸送の出発点 xと目
的地 yの組を集めた集合だと思うと，巡回単調性は，「目的地の入替 (置換)では費用を安くで
きない」ことを意味する．従って，輸送計画の最適性の幾何学的表現の一種であろうと解釈で
きる．実際にこの解釈はかなり正しいことが次から分かる：

Theorem 3.4 (最適カップリングの特徴づけ) µ0, µ1 ∈ P(X)とし，c : X ×X → [0,∞)を
連続な費用関数とする 17．また Tc(µ0, µ1) < ∞とする．このとき，π ∈ Π(µ0, µ1)について，
次は同値：

(1) πは Tc-最適カップリング．

(2) πは c-巡回単調カップリング．

(3) X 上の可測関数 f, gの組で，(3.4)をみたすものが存在する．

更に，ある ci ∈ L1(µi) (i = 0, 1)で c ≤ c0 ◦ p0 + c1 ◦ p1 が成立すれば，(1)–(3)は次とも同値：

(4) πに関するKantorovich potentialが存在する．

巡回単調カップリングの定義から，Theorem 3.4の応用として次が直ちに従う：

Corollary 3.5 (絶対連続による最適性の保存) Theorem 3.4の仮定のもと，πが Tc-最適カッ
プリングで π′ ∈ P(X ×X), π′ ≪ πであれば，π′ ∈ Π((p0)♯π

′, (p1)♯π
′)も Tc-最適．

Proof of Theorem 3.1. 以下は [180, Theorem 5.10]の証明に基づく．概要のみ述べる．
Step 1: 巡回単調カップリング π∗の存在

µ
(n)
i = n−1

∑n
k=1 δxi,k

を，µ(n)i → µiなるよう取る (例えば，µi従う i.i.d.サンプリングを取

る)．µ(n)0 と µ
(n)
1 の最適カップリング πnが c-巡回単調であることは定義から容易に示せる．

Cl :=

{
(xi, yi)

l
i=1 ∈ X2l

∣∣∣∣∣
l∑

i=1

c(xi, yi) ≤
l∑

i=1

c(xi, yi+1)

}

とおくと，Clは閉集合であって，π⊗l
n (Cl) = 1．このことから，c-巡回単調性は測度の弱収束で

保たれると分かる．よって，πnの (部分列の)弱収束極限 π∗は c-巡回単調になる．

17cの regularityが低いと反例がある ([180, Remark 5.11]；[180, Chapter 5]の Bibliographical Notesも参照)．
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Step 2: π∗で (3.4)をみたす (−f, f c)の存在
発見的考察として，関数の変換

(Sf)(x) := − inf
(x′,y′)∈suppπ∗

[−f(x′) + c(x, y′)− c(x′, y′)] (3.5)

を考える (定義域は曖昧なままで進める；これは，c-変換を 2回施す操作を，infの範囲につい
て修正したものになっている)．この変換に関する不動点 f∗(即ち Sf∗ = f∗)が存在したとす
る．このとき，定義から (x′, y′) ∈ suppπ∗, x ∈ X で次が成り立つ：

c(x′, y′) ≤ f∗(x) + c(x, y′)− f∗(x
′).

よって c(x′, y′) ≤ f c∗(y
′)− f∗(x

′)となり，c-変換の定義から，この不等式で等号が成立する 18．
上記のような f∗を構成したい．実際には，(x0, y0) ∈ suppπ∗，f0(x) := c(x, y0)− c(x0, y0)

とし，f∗ := infn S
nf0とする (Sの定義から，x ∈ supp(p0)♯π∗では Sf(x) ≤ f(x)をみたすこ

とに基づき，「Sの無限回の作用」を回数に関する inf で実現したものと解釈できる)．上記の
発見的考察を実行に移すために f∗ ̸≡ −∞が必要なので，これを示す (各 x ∈ X で f∗(x) <∞
は直ぐに分かる)．より強く，f∗(x0) = 0を示す．π∗の巡回単調性から Snf(x0) ≥ 0なので，
f∗ ≥ 0．また f(x0) ≤ Sf0(x0) ≤ 0 (最後の不等号は，S の定義の inf で (x′, y′) = (x0, y0)

の場合を考えれば得られる)より，f∗(x0) = 0．このとき，定義から各 (x′, y′) ∈ suppπ∗ で
f c∗(y

′)− f∗(x
′) = c(x′, y′)となることが，上記の発見的考察と同様にして分かる．

Step 3: 費用関数の近似
まず cが有界かつ Lipschitz連続の場合に結論が従うことを見る．Step 2の f∗ について，

f∗(x0) = 0より f∗(y0) ∈ Rとなる．よって，f c∗ の定義と f∗ = −(−f c∗)cを用いると，f∗, f c∗ ∈
Cb(X)(特に Lipschitz連続)が分かる．これを用いれば，Step2で得た関係式を π∗で積分する
ことで結論を得る (特に π∗が最適カップリングと分かる)．
一般の場合には，cを有界かつ Lipschitz連続な関数で次のように近似する：

ck(x, y) := inf
x′,y′∈X

[
c(x′, y′) ∧ k + k

(
d(x, x′) + d(y, y′)

)]
.

この各近似段階で上記の f∗に当たるものを考えて，試験関数の列 (−fk, f ck)を作る．すると，
これが Theorem 3.1の supを近似する列になることが示せる． □

Remark 3.6 (Kantorovich双対性の試験関数の regularity) Theorem 3.1の証明から，試
験関数は Lipb(X)に制限してよいと分かる．ただしこれは，cの連続性に依っている．

Proof of Theorem 3.4. 以下の証明の流れは，[180, Theorem 5.10]を基にしている．簡単
のため，(4)の直前に述べた条件が成立している場合のみ扱う．この場合には (1)(2)(4)の同値
性を示せば充分．
(4)⇒(1)：各 π′ ∈ Π(µ0, µ1)でKantorovich potentialを積分すればよい．
(1)⇒(2)：もしKantorovich potential(−f, g)が存在したとすると，π⊗n-a.e. (xi, yi)

n
i=1で

n∑
i=1

c(xi, yi+1) ≥
n∑

i=1

g(yi+1)− f(xi) =
n∑

i=1

g(yi)− f(xi) =
n∑

i=1

c(xi, yi) (3.6)

18証明の雰囲気だけ知りたい人は，この Stepのここから先は読まなくてよい．
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となり，πは c-巡回単調．
一般の場合には，Theorem 3.1の supを近似する列として (−fk, gk)k∈N をとる．すると，

c− gk ◦ p1 + fk ◦ p0 → 0 in L1(π)が容易に検証できる．部分列を取ることで概収束している
としてよい．このとき，(3.6)は (−f, g)を (−fk, gk)に置き換えても第 1の等号までは成り立
つ．そこで k → ∞とすれば結論を得る．
(2)⇒(4)：Theorem 3.1と同様にして f∗を構成する．(−f∗, f c∗)は (3.4)をみたすので可積分

性だけが問題になる．x0, y0 ∈ X を，f∗(x0) ∈ R, f c∗(y0) ∈ R, c0(x0) + c1(x1) < ∞なるよう
取る (取れる)．このとき

f c∗(y) ≤ c(x0, y) + f∗(x0) ≤ c0(x0) + c1(y) + f∗(x0)

より f c∗は積分可能で，
∫
X
f c∗ dµ1 ∈ [−∞,∞)．同様に f∗も積分可能で，

∫
X
f∗ dµ0 ∈ (−∞,∞]．

ここで， ∫
X
f c∗ dµ1 −

∫
X
f∗ dµ0 =

∫
X×X

c dπ ≥ 0

であるから，f∗ ∈ L1(µ0), f
c
∗ ∈ L1(µ1)が分かる． □

3.3 最適輸送写像の存在

Kantorovich双対性の別の応用例として，最適輸送写像の存在に関する Brenierの定理を述
べよう．写像 φ1, φ2 : Y → Z に対し，φ1 × φ2 : Y → Z × Z を φ1 × φ2(y) := (φ1(y), φ2(y))

で定める．

Theorem 3.7 (Brenier) X = Rmとし，dをEuclid距離とする．c = d2/2とおく．µ0, µ1 ∈
P(Rm), µ0 ≪ Lmで，

∫
Rm

|x|2µi(dx) < ∞ (i = 0, 1)とする．また，π ∈ Π(µ0, µ1)を Tc-最

適カップリングとする．このとき，ある可測写像 T : X → X であって，π = (id × T )♯µ0を
みたすものが存在する．特に T♯µ0 = µ1が成立．また，ある凸関数 φ : Rm → Rが存在して，
T = ∇φと書ける 19．

Theorem 3.7の T を最適輸送写像あるいはBrenier写像という．ここでは，Brenierの定理は簡
素化して述べている．一般的な主張および以下のRemark 3.8, Corollary 3.9については，[179,
Theorem 2.12 (ii)]等を参照のこと．

Proof. ここでは考え方の概略のみ述べる．この流れに沿って議論は正当化できるが，関数の
regularityは気にしないことにする．
仮定から，Theorem 3.4 (4)が成り立つことが容易に検証できる．(−f, g)を Kantorovich

potentialとし，(x∗, y∗) ∈ suppπを (3.4)の第 2式が成り立つ点とする．ここで (3.4)の第 1式
から，x 7→ f(x) + |x − y∗|2/2は x = x∗で最小．従って∇(f + | · −y∗|2/2)(x∗) = 0となる．
これを書き直すと，

∇f(x∗) = y∗ − x∗ ∈ Rm (3.7)

19凸関数は局所 Lipschitz連続なので，Rademacherの定理より，Lm-a.e.で微分可能．
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となる．この考察から，
T (x) := x+∇f(x) (3.8)

とおけば，定理の前半の主張が π ∈ Π(µ0, µ1) の最適性から確認できる．後半については，
Theorem 3.1の第 2式を得た際の考え方により，

−f(x) = (−g)c(x) = inf
y∈Rm

{
−g(y) + |x− y|2

2

}
=

|x|2

2
− sup

y∈Rm

{
⟨x, y⟩ −

(
|y|2

2
− g(y)

)}
となるので，φ(x) := |x|2/2 + f(x)は凸関数．前述より T = ∇φであるから，結論を得る．□

Remark 3.8 (Brenierの定理について)

(i) Tcの定義において，Π(µ0, µ1)のうち (id× T )♯µ0 (T は可測写像)の形のものに制限して
infを取るものをMongeの最適輸送問題と呼ぶ．歴史的にはこちらの方がKantorovich

の最適輸送問題問題よりも古い 20 が，より難解．実際，最適性を論じる以前に，上記
をみたす T の存在すら非自明になる．例えば µ0 が Dirac測度であれば µ1 が Dirac測
度の時以外にはこのような写像は存在しない．従って考察対象とする µ0, µ1 になんら
かの制約が必要なことが分かる．Theorem 3.7は，「そのような写像が存在すること 21，
Kantorovich問題の　解は全てMonge問題の解になること」まで主張している．特にこ
の設定では，Monge問題とKantorovich問題で最適輸送費用が一致する．

(ii) 様々な設定の元で最適輸送写像の存在や一意性あるいはその滑らかさ等の性質を調べる
ことは，最適輸送理論の中心的な話題のひとつである．また最適輸送写像は然るべき意
味でMonge-Ampère方程式の解を与えることから，Monge-Ampère 方程式に関連する偏
微分方程式 ([179, 180]参照)や複素幾何での研究もある ([30]や，その参考文献参照)．
ただ，それらについてはこれ以上深入りしない (私にはできない)．

(iii) Brenierの定理は次の意味で逆が成り立つ：もし µ1 = (∇φ)♯µ0 となる凸関数 φが存在
すれば，∇φは最適輸送写像，即ち，(id×∇φ)♯µ0 ∈ Π(µ0, µ1)は最適カップリングにな
る．また関連して，R上では分布関数を用いて具体的に最適輸送写像を記述することも
できる [179, Section 2.2]．

(iv) 幾何学的には∇f(x) ∈ TxRmと見るべきであり，(3.7)は TxRmとRmを同一視した書き
方になっている．実際には，指数写像 expx : TxRm → Rmを用いて expx∗(∇f(x∗)) = y∗

と (3.7)と書き直すことができる (従って，T (x) := expx(∇f(x))となる)．実際，この定
式化で，Riemann多様体上へと Brenierの定理は拡張されている [58, 63, 139]．また

Kantorovich potentialの解析を通じて最適輸送写像を構成する

という考え方は，写像の構成を別の枠組で考える際の指導原理となっている 22．

最適輸送写像を構成することは，最適輸送問題に幾つかの有用な結果をもたらす．ここでは，
そのうち易しいものとして，次を述べておこう．

20ただし c = dの場合．Theorem 3.7の設定よりも距離と合成する関数の凸性が悪いため難しい．
21応用上，「写像の存在のみ必要 (最適性不要)」という場面ですら，Brenierの定理が用いられることがある！
22Theorem 3.7の証明から，T が凸関数の微分で与えられるのは，Legendre変換が有効である Rm 特有の事情．

よって，設定を一般化する際には考慮しないのが適切 (凸関数の定義自体は，一般の測地距離空間上で可能)．
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Corollary 3.9 (最適カップリングの一意性) Theorem 3.7の設定の下，最適カップリングは
一意的．

Proof. π0, π1 ∈ Π(µ0, µ1)を最適カップリングとすると，π1/2 := 2−1(π0+π1) ∈ Π(µ0, µ1)も最
適になる．従って，Theorem 3.7より，πi = (id×Ti)♯µ0 をみたすTi : Rm → Rm (i = 0, 1/2, 1)

が存在する．従って

µ1 = (T1/2)♯µ0 =
1

2
((T0)♯µ0 + (T1)♯µ0)

を得るが，写像の定義より T0 = T1(= T1/2) µ0-a.e.でなければならない． □

3.4 Wasserstein距離

次に，最適輸送の中でも本論での主役となるWasserstein距離を導入する．p ∈ [1,∞]に対
して，Lp-Wasserstein距離Wp : P(X)× P(X) → [0,∞]を次で定める：

Wp(µ, ν) := inf
{
∥d∥Lp(π) | π ∈ Π(µ, ν)

}
.

p <∞であればWp(µ0, µ1)
p = Tdp(µ0, µ1)となることは，定義から直ちに分かる．以下，記号

Wpを不特定の pで用いる時は p < ∞を仮定する．また，Wpは値として∞を取りうる．そ
のような状況を除外してWpを考えるための自然な (部分)空間として，Lp-Wasserstein空間
Pp(X)を次で定める：

Pp(X) := {µ ∈ P(X) |ある x0 ∈ X でWp(δx0 , µ) <∞}.

Wpは底空間 (X, d)の幾何学的特性を強く反映する．実際，以下の性質が知られている．

Theorem 3.10 (Lp-Wasserstein距離の基本的な性質) p ∈ [1,∞)とする．

(i) WpはPp(X)上の距離になる [179, Theorem 7.3]．

(ii) µn ∈ Pp(X) (n ∈ N ∪ {∞}) について，Wp(µn, µ∞) → 0は，「µn → µ (弱収束)，か

つ，ある x0 ∈ Xで
∫
X
d(x0, ·)p dµn →

∫
X
d(x0, ·)p dµ」と同値 [179, Theorem 7.12], [7,

Proposition 7.1.5]．

(iii) (Pp(X),Wp)は完備かつ可分 [7, Proposition 7.1.5], [32]．

(iv) X がコンパクトならPp(X)もコンパクト．

(v) µ, ν ∈ Pp(X)のとき，Wp(µ, ν)
pの最適カップリングに対するKantorovich potentialが

存在する．

(vi) dが測地距離であれば，WpもPp(X)上の測地距離になる．

(vii) WpはP(X)× P(X)上の弱収束に関して下半連続 [7, Lemma 7.1.4]．

(viii) W p
p はPp(X)の通常の意味での凸結合に関して凸．
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これらの主張のうち，(iv), (vii)は (ii)から，(viii)は Kantorovich双対性から容易に分かる．
また，(v)は，参照点 x0 ∈ X と x, y ∈ X に対して d(x, y)p ≤ 2p−1(d(x, x0)

p + d(y, x0)
p)が成

り立つことを用いれば，Theorem 3.4より直ちに従う．(vi)は後で別に述べる．(i)，および，
底空間がコンパクトの場合の (ii)のみ (もう少し詳しい)証明に言及する (非コンパクトの場合
の証明のアイデアも，ある程度含まれている)．(iii)の証明は省略する．
(i)の証明のため，次の 2つの補題を準備する．ひとつめの主張 (Lemma 3.11)は，正則条件

つき確率の特別な場合に他ならない．

Lemma 3.11 (カップリングの分解 (disintegration); [31, Chapter 10]等)

各 µ, ν ∈ P(X)，π ∈ Π(µ, ν)に対して，次をみたす (νx)x∈X ⊂ P(X)が存在する：

(i) 各可測集合A ⊂ X に対して，x 7→ νx(A)は可測．

(ii) 各有界可測関数 h : X ×X → Rに対し
∫
X×X

h dπ =

∫
X

(∫
X
h(x, y) νx(dy)

)
µ(dx)．

Lemma 3.12 (接着補題 (gluing lemma); [179, Lemma 7.6]) µi ∈ P(X) (i = 1, 2, 3)

とし，π12 ∈ Π(µ1, µ2), π23 ∈ Π(µ2, µ3)とする．また，p12 : X × X × X → X × X, p23 :

X × X × X → X × X を p12(x, y, z) := (x, y), p23(x, y, z) := (y, z)と定める．このとき，
π123 ∈ P(X ×X ×X)で，(p12)♯π123 = π12, (p23)♯π123 = π23 をみたすものが存在する．

Proof. Lemma 3.11を用いて π12(dxdy) = πy12(dx)µ2(dy), π23(dydz) = πy23(dz)µ2(dy) と分
解する．π123(dxdydz) := πy12(dx)π

y
23(dz)µ2(dy) とおくと，これが所望のものになる． □

Proof of Theorem 3.10 (i), (ii)(X: コンパクトの時). W2(µ, µ) = 0の証明: ι : X → X×X
を ι(x) := (x, x)とする．このとき ι♯µ ∈ Π(µ, µ)なので，Wp(µ, µ)

p ≤
∫
X×X

dp d(ι♯µ) = 0．

Wp(µ, ν) = 0 ⇒ µ = ν の証明：π ∈ Π(µ, ν)を最適カップリングとすると，π(ι(X)) = 1．
よって，各可測集合A ⊂ X に対して，

µ(A) = π(A×X) = π(A×X ∩ ι(X)) = π(X ×A ∩ ι(X)) = π(X ×A) = ν(A).

Wp(µ, ν) = Wp(ν, µ)は自明．三角不等式を示す．π12 ∈ Π(µ1, µ2), π23 ∈ Π(µ2, µ3) を最適
カップリングとし，π123を Lemma 3.12のものとする．このとき，Minkowski不等式より，

Wp(µ1, µ3) ≤
{∫

X
(d(x, y) + d(y, z))p π123(dxdydz)

}1/p

≤Wp(µ1, µ2) +Wp(µ2, µ3).

次に (ii)を (コンパクトの場合に)示す．以下の証明は [179, Theorem 7.12]による．この設定
では p次モーメントの収束は弱収束から自動的に従うので，Wpでの収束と弱収束の同値性を
示せばよい．またWpはW1と同値なので，p = 1としてよい．Corollary 3.2より，Wpでの
収束が弱収束を導くことは直ちに分かる．逆向きは同じくCorollary 3.2による．x0 ∈ Xを参
照点とする．(3.4)直後の，Kantorovich potentialの非一意性に関する注により，定数をずら
すことで試験関数の族は f(x0) = 0をみたすとしてよい．すると，Ascoli-Arzelàの定理から，
上記制約を加えた試験関数の全体は一様収束位相でコンパクトになると分かる．このことを使

えば，µnが µに弱収束しているとき，
∫
X
f dµn →

∫
X
f dµは，試験関数 f について一様に収

束することが容易に示せる．よってW1の収束を得る． □
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(vi)のWp-測地線がどのような形で実現されるか，初学者には想像し難いと思われる．The-

orem 3.7の設定であれば，
√

2Td2/2 =W2に注意すると比較的具体的に構成できるので，まず
はこれを説明しておこう．以下しばらく，記号は Theorem 3.7に依拠するものとする．まず

Tt := (1− t)id + tT, µt = (Tt)♯µ0 (3.9)

とおく．この (µt)t∈[0,1]がW2-測地線になることを示す．0 ≤ s < t ≤ 1とする．まず，(Ts ×
Tt)♯µ0 ∈ Π(µs, µt)と Ttの定義より，

W2(µs, µt) ≤

√∫
X
|Tt(x)− Ts(x)|2 µ0(dx)

= (t− s)

√∫
X
|T (x)− x|2 µ0(dx) = (t− s)W2(µ0, µ1).

一方で，W2の三角不等式と上の関係式を (s, t)の組として (0, s)および (t, 1)で用いたものから，

W2(µ0, µ1) ≤W2(µ0, µs) +W2(µs, µt) +W2(µt, µ1)

≤ (s+ (t− s) + (1− t))W2(µ0, µ1) =W2(µ0, µ1)

を得る．従って前述の不等式で等号が成立するので結論を得る．この構成を言葉で述べると次
のようになる：まず，各 x ∈ X に対して，xにあるmassの輸送先を T (x)で指定する．次に，
xと T (x)の間を線形補間の t : 1− t内分点を考え，xを動かして写像 Ttを作る．そして，各 t

で µ0を Ttで押し出してできる測度の族を考えると，これがW2の測地線になる．

3.5 最適輸送の補間

Theorem 3.10で紹介したWasserstein距離の性質のうち，(vi)については，測地線をもっと
大きな空間に持ち上げて，その射影として実現できること (重畳原理)が知られている．その
作られ方から最適輸送が底空間の測地線に沿って連続的に移送されることが分かる．これは確
率測度を連続的な輸送で補間したものと考えられるが，対応する補間をKantorovich potential

に対しても考えることができる．
まず，少し記号を用意しよう．以下，経路空間C([0, T ];X)には一様収束距離を定めているも

のとする．Geo(X) ⊂ C([0, 1];X)は閉部分集合になる．t ∈ [0, T ]に対して，evaluation map

et : C([0, T ];X) → X を，et(γ) := γ(t)で定める．

Theorem 3.13 (重畳原理 (Superposition principle) [135]) µ· ∈ ACp(0, T ;Pp(X)) (た
だし p ∈ (1,∞))とする．このとき，Ξ ∈ P(C([0, T ];X))で，以下の性質をみたすものが存在
する．

(i) supp(Ξ) ⊂ ACp(0, T ;X).

(ii) 各 t ∈ [0, T ]で (et)♯Ξ = µt．

(iii) |µ̇|(t)p =
∫
C([0,T ];X)

|γ̇|(t)p Ξ(dγ) L1-a.e. t．ここから特に，

∫ T

0
|µ̇|(t)p dt =

∫
C([0,T ];X)

∫ T

0
|γ̇|(t)p dtΞ(dγ).
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特に，dを測地距離とすると，µi ∈ Pp(X) (i = 0, 1)に対し次をみたす Ξ ∈ P(C([0, 1];X))

が存在する：

(i)′ supp(Ξ) ⊂ Geo(X)．

(ii)′ µt := (et)♯Ξとおくと，(µt)t∈[0,1] ∈ Geo(Pp(X))

(iii)′ 各 t, s ∈ [0, 1]で (es × et)♯Ξ ∈ Π(µs, µt) は Tdp に関する最適カップリング

この Ξを動的最適カップリング (dynamic optimal coupling)という．また，µ0と µ1が
与えられたとき，それらを繋ぐ (µt)t∈[0,1] ∈ Geo(Pp(X))のことを，最適輸送理論では移送補
間 (displacement interpolation)と呼ぶ．

前半部分の説明は略す．Theorem 3.13の後半部分 (Wp測地線に関する主張)の説明は，比
較的容易にできる．Ψ : X ×X → Geo(X)を，(x0, x1)に対して x0と x1を結ぶ測地線を対応
させる写像とする．このような写像のうち可測なものが，measurable selection theoremを用
いて構成できる 23．一旦可測性が保証されれば，π ∈ Π(µ0, µ1)をWp-最適カップリングとし
て Ξ := Ψ♯π ∈ P(C([0, 1];X)) とおけば，これが所望のものになる．なお，以下で主に用いる
のは p = 2の場合．
Brenierの定理の仮定の下では，T̃ : Rm → Geo(Rm)を T̃ (x) := (Tt(x))t∈[0,1]と定め，Ξ :=

T̃♯µ0とすれば，上記の性質をみたす Ξが構成できる．一方，Theorem 3.13には，Brenierの
定理にあったような µ0の絶対連続性の仮定は必要ないことを注意しておく．

もう一点，(iii)(iii)′について補足しておこう．γ ∈ ACp(0, 1;X)に対して，
∫ 1

0
|γ̇|(t)p dt を

γの p-エネルギーという．dが測地距離であることから，

d(x0, x1)
p = inf

{∫ 1

0
|γ̇|(t)p dt

∣∣∣∣ γ ∈ ACp(0, 1;X), γ(0) = x0, γ(1) = x1

}
(3.10)

が直ちに分かる．これは，metric speed |γ̇|を通常の意味での「曲線の微分ベクトルの長さ」だ
と思えば，変分法でよく知られている「端点を固定した曲線の p-エネルギーの下限が距離 (の
p乗)になる」という事実に他ならない．Wpは測地距離であるから，やはり同様の性質が成り
立つ．また，Theorem 3.13 (iii)は，ACp(0, 1;Pp(X)) に属する曲線の p-エネルギーは，「底
空間の曲線 γに対する p-エネルギーを，Ξで γについて積分したもの」として表示できるΞが
常に存在することを主張している．

p ∈ (1,∞)とし，dを測地距離とする．µ0, µ1 ∈ Pp(X)に対して，費用関数dpはTheorem 3.4

のKantorovich potential存在のための充分条件をみたすことが容易に検証できる．このとき，
対応する Kantorovich potentialの補間も考えることができる．輸送費用に設定を直すため p

乗すると，各 t ∈ (0, 1)で

Tp−1dp(µ0, µ1) =
1

p
Wp(µ0, µ1)

p =
t

p

(
Wp(µ0, µt)

t

)p

+
1− t

p

(
Wp(µt, µ1)

1− t

)p

= Ttp−1(d/t)p(µ0, µt) + T(1−t)p−1(d/(1−t))p(µt, µ1)

を得る (1/pは，ある種の正規化定数)．これを踏まえると，次の形の補間が自然と言える．
23Euclid空間の場合とは異なり，一般には端点を与えるごとにそれらを結ぶ測地線が一意とは限らない．

23



Theorem 3.14 (双対補間) µ0, µ1 ∈ Pp(X)とし，Ξ ∈ P(C([0, 1];X))を Tp−1dp(µ0, µ1)の
動的最適カップリングとする．(−f, g)を Tp−1dp(µ0, µ1)に対する Kantorovich potentialとす
る．各 t ∈ (0, 1]に対して µt := (et)♯Ξとし，Qtf : X → Rを次で定める：

Qtf(y) := inf
x∈X

[
f(x) +

t

p

(
d(x, y)

t

)p]
. (3.11)

このとき，(−Qtf, g)は T(1−t)p−1(d/(1−t))p(µt, µ1) に対するKantorovich potentialになる．

この種の補間については，[180, Chapter 7]を参照のこと．この定理をKantorovich potential

の微分が最適輸送写像を与えることと組み合わせると，発見的考察の際に威力を発揮する．

Proof. まず，(3.4)より g = Q1f．また，x, y, z ∈ Xについて，三角不等式と p乗の凸性から

d(x, y)p ≤ t

(
d(x, z)

t

)p

+ (1− t)

(
d(z, y)

1− t

)p

(3.12)

が成り立つ．これを用いると，

Q1f(y)− f(z)− t

p

(
d(z, x)

t

)p

≤ 1

p

(
d(z, y)p − t

(
d(z, x)

t

)p)
≤ 1− t

p

(
d(x, y)

1− t

)p

(3.13)

を得る．よって，最左辺で z ∈ X について supを取れば，目標とする (3.4)の第 1式に相当す
る不等式が得られる．次に，(3.12)において，d(x, z) = td(x, y), d(y, z) = (1− t)d(x, y)が成
り立つ (つまり，zが x, yを結ぶ測地線上の t : 1− t内分点にある)とき等号が成立することに
注意する．このことを (−f,Q1f)が Tp−1dp(µ0, µ1) に対する Kantorovich potentialであるこ
とと合わせると，Ξ-a.e.γに対して，

Q1f(γ1)−Qtf(γt) ≥ Q1f(γ1)− f(γ0)−
t

p

(
d(γ0, γt)

t

)p

=
1

p
d(γ0, γ1)

p − t

p

(
d(γ0, γt)

t

)p

=
1− t

p

(
d(γt, γ1)

1− t

)p

となる．これを前の評価と合わせれば，(3.4)に相当する性質を得る．
最後に可積分性を確認する．まず仮定より f ∈ L1(µ0)，g ∈ L1(µ1)．よって，x0 ∈ X,

f(x0) ̸= ∞, y0 ∈ X, g(y0) ̸= −∞なる x0, y0 ∈ X が存在する．このとき (3.13)より，

g(y0)−
1− t

p

(
d(x, y0)

1− t

)p

≤ Qtf(x) ≤ f(x0) +
t

p

(
d(x, x0)

t

)p

を得る．よって，µt ∈ Pp(X)よりQtf ∈ L1(µt)． □

(3.11)をHopf-Lax公式といい，QsをHopf-Lax半群という 24．特に qを pのHölder共
役指数 (即ち p−1 + q−1 = 1)とすると，φt := Qtφは次のHamilton-Jacobi方程式

∂tφt +
1

q
|∇φt|q = 0 (3.14)

24dが測地距離であれば，半群性が示せる．呼称はこの事実に起因する．
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を各 x ∈ Xに対して a.e. t > 0でみたす．特に，t-微分を右上微分 (limで右微分を取ったもの)

に置き換えると “≤”は全ての t, xで成り立つ．この関係式は，仮に t, xの摂動でQtf の infを
実現する点が常に存在し共通の点であれば，容易に検証できる．実際に t, xの摂動で inf の近
似はあまり悪い振る舞いをしないと分かり，それを利用すれば結論が従う．なお，Hopf-Lax公
式は，Euclid空間上では，(3.14)の局所 Lipschitz定数を通常の微分の絶対値としたものの粘
性解になることが知られている 25．ただし，上記 (3.14)の証明では粘性解の概念は用いない．
上記 (3.14)を含め，距離空間上でのQsの基本的な性質については，[8, 9, 120]およびその参

考文献を参照のこと．Hopf-Lax半群自体は，厳密な議論においても強力な道具であり，種々
の関数不等式の証明に利用される．のちの 6.3節や 9.2節の議論でも，その一端に触れること
になる．また，この半群は連続関数の Lipschitz関数による近似として使えることを付記して
おく．

4 Otto解析と熱分布

3.5節で，Riemann多様体上と同様にL2-Wasserstein空間 (P2(X),W2)は測地空間になるこ
と，および，曲線の 2-エネルギーの下限としてW2が実現されることを見た．底空間がRiemann

多様体の場合，更に，P2(X)上に各点毎の接空間とW2に整合する接空間上の内積 (Riemann

計量)を形式的に定めることができる [157, 158]．これを用いて L2-Wasserstein空間上での微
分法を展開することで，様々な発見的考察が可能になる．これを Otto解析という．その後，
「そうやって得た “定理”を厳密に定式化し，示す」という過程を経て，この種の議論は最適輸
送理論の発展に大きく寄与してきた．この章では，X = Rmに Euclid距離と 2章の重みつき
測度mを付与した測度距離空間 (本質的なアイデアはこの場合で尽きる)上で理論を展開する．
顕著な帰結として，この形式的構造に則って，P2(X)に値を取る曲線として実現される幾

つもの (非線形)偏微分方程式が適切なポテンシャル関数に対する勾配流になる，ということ
が挙げられる (Remark 4.7)．従って，(P2(X),W2)上のポテンシャル関数の特性と，方程式
の解の挙動を連動させて考えることが可能になる．確率論との関係では，特に，

熱分布が，相対エントロピー汎関数の勾配流になる

ことが重要である．1章で述べたように，この性質 (を厳密化すること)が，熱分布を介して複
数の広義の曲率次元条件の間の関係を橋渡しをしていく上での基礎となる．

4.1 L2-Wasserstein空間上の形式的Riemann構造

2章と同様に，重みつき測度mを，重み関数 V ∈ C1(Rm)を用いてm := e−V Lmと定める．
まず，天下り的ではあるが，µ ∈ P2(Rm)における “接空間”TµP2(Rm)とその上の “Riemann

25一般に有限の tで特異性を生成する場合があり，古典解が (tについて大域的に)存在するとは限らない．
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計量” (正値非退化双線形形式) gµ : TµP2(Rm)× TµP2(Rm) → R を以下のように定める 26：

TµP2(Rm) :=

{
∇φ : Rm上の C∞-勾配ベクトル場

∣∣∣∣ ∫
Rm

|∇φ|2 dµ <∞
}L2(µ)

,

gµ(Z,Z
′) :=

∫
Rm

⟨Z,Z ′⟩dµ. (4.1)

TµP2(Rm) がいかなる意味で接空間であるのかを見るため，P2(Rm) 上の曲線と，その接ベ
クトルについて考えよう．P2(Rm)の元を連続体の密度分布とみなした時，P2(Rm)上の曲線
(µt)tは (総質量を保存する)連続体の運動と考えられる．従って，µtのmに関する密度関数を
(存在するとして)ρtと書くと，ρtは，質量保存則あるいは連続方程式 (continuity equation)

と呼ばれる次の関係式を (weak senseで)みたす勾配ベクトル場∇φt
27が存在する：

∂tρt +∇m · (ρt∇φt) = 0, (4.2)

ただし，∇m·は，測度mに関する∇の共役微分 (m = Lmのとき，通常の発散∇·に一致)．つ
まり，弱形式で書くと，各 f ∈ C∞

0 (Rm)に対して

d

dt

∫
Rm

f dµt =

∫
Rm

⟨∇f,∇φt⟩dµt (4.3)

となる．∇φtは密度 ρtの無限小時間での変化の仕方を記述する量と考えられる．実際，連続
体の典型的な時間変化は，ある微分同相写像の 1-パラメータ族 (ψt)tによって，µt := (ψt)♯µ0

として引き起こされる．ここで ∂tψt = ∇φtが成り立っているとすると，µtは (4.3)をみたす
ことが容易に確認できる．この観点から見れば，接空間の定義が自然なものと分かる．また，
Riemann幾何でそうするように，(4.2)あるいは (4.3)が成り立つとき µ̇t = ∇φtと書く．
ここで，上で定めた接空間とRiemann計量を用いて測地距離の変分表示 (3.10)の右辺に相

当する量をP2(Rm)上で考えることができる．すると，これが (形式的には)L2-Wasserstein

距離W2と一致する：

Theorem 4.1 (Benamou-Brenier公式) µi ∈ P2(Rm)，µi ≪ mとする (i = 0, 1)．また
p = 2とする．このとき，Otto解析の形式的な計算を認めると，次が成立：

W2(µ0, µ1)
2 = inf

{∫ 1

0

∫
Rm

|∇φt|2 dµt
∣∣∣∣ (µt, φt)t∈[0,1]は (4.3)をみたす．

}
= inf

{∫ 1

0

∫
Rm

|∇φt|2 dµt
∣∣∣∣ (µt, φt)t∈[0,1]は (4.3), (3.14) をみたす．

}
. (4.4)

ここで，制約条件は，(µt)tが µ0と µ1を結ぶ (絶対連続)曲線であること，特に端点で µ0, µ1

と各々一致することを含めている．

第 1の等式が (3.10)に対応している．この意味で，上で導入した形式的なRiemann構造はW2

と整合している．そして第 2の等式で見るように，この関係は接ベクトルに追加の条件を課し
ても成り立つ．(4.4)をBenamou-Brenier公式という．なお，この公式は (適切な仮定の下
で)厳密に成り立つ．[7, 179, 180]および，その参考文献を参照．

26P2(Rm)は通常の凸結合の意味で凸集合であり，端点集合が境界を成すと考えられる．その意味で境界つき多
様体として扱うのが本来であろうが，ここでは簡単のため境界のことを無視している．別の言い方をすれば，µと
して端点ではない元を常に想定している．

27一般に φは時間 tに依存する．
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Proof. 様々な関数の regularityは保証されている前提で概要を述べる．積分と微分の順序交
換等も自由に行う．
まず，主張の第 1の等号の “≤”を示す．W 2

2 /2にTheorem 3.1を適用し (3.11)を用いると，

1

2
W2(µ0, µ1)

2 = sup
f∈Cb(Rm)

[∫
Rm

Q1f dµ1 −
∫
Rm

f dµ0

]
(4.5)

を得る．ここで，右辺の supの中身を f に依らない量で評価する．(4.3)をみたす (µt, φt)t∈[0,1]
を任意に取る．ここで，lim

s↓0
Qsf = f であるから，微積分学の基本定理から，∫

Rm

Q1f dµ1 −
∫
Rm

f dµ0 =

∫ 1

0

(
d

dt

∫
Rm

Qtf dµt

)
dt

が成り立つ．よって，(4.3)と (3.14)より，∫
Rm

Q1f dµ1 −
∫
Rm

f dµ0 =

∫ 1

0

∫
Rm

(
⟨∇Qtf,∇φt⟩ −

1

2
|∇Qtf |2

)
dµt dt

≤ 1

2

∫ 1

0

∫
Rm

|∇φt|2 dµt dt,

但し，最後の不等号は平方完成による．f および (µt, φt)tは任意なので，目標の “≤”を得る．
次に，第 2の等号の “≥”を示す．これを示せば証明が終わる．(µt)t∈[0,1]を (3.9)で構成し

たW2-測地線とし，W2(µ0, µ1)
2/2のKantorovich potential (−φ0, Q1φ0)に対してφt := Qtφ0

とする．各 t ∈ [0, 1]で µt ≪ mとなることは認める 28．Theorem 3.7の証明から，定理の写像
T は T (x) = x+∇φ0(x)をみたすとしてよい．このとき (3.9)より，各 f ∈ C∞

0 (Rm)で

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
Rm

f dµt =

∫
Rm

⟨∇f,∇φ0⟩dµ0

が成り立つ．これを t > 0に拡張する．Theorem 3.14を用いて Theorem 3.7の証明をなぞる
ことで，Td2/(2(1−t))(µt, µ1)に対して µtを µ1にうつす最適輸送写像は id + (1− t)∇φtで与え
られると分かる 29．また，(µ(1−s)t+s)s∈[0,1]は µtと µ1を結ぶW2-測地線であり，前述の最適
輸送写像から (3.9)の方法で作る測地線と一致する 30．よって，

d

dt

∫
Rm

f dµt =
1

1− t

d

ds

∣∣∣∣
s=0

∫
Rm

f dµ(1−s)t+s =

∫
Rm

⟨∇f,∇φt⟩dµt

を得る．即ち (µt, φt)tは (4.3)をみたす．更に，3.5節で見たように，φtは (3.14)をみたす．こ
こで，再び Theorem 3.7から，

1

2

∫
Rm

|∇φ0|2 dµ0 =
1

2

∫
Rm

|T (x)− x|2 µ0(dx) =
1

2
W2(µ0, µ1)

2

が成り立つ．前と同様にTheorem 3.14を用いて上記の考察を基に t ∈ (0, 1]のときを考えると，

1

2

∫
Rm

|∇φt|2 dµt =
1

1− t
Td2/(2(1−t))(µt, µ1) =

1

2(1− t)2
W2(µt, µ1)

2 =
1

2
W2(µ0, µ1)

2

が成り立つ．よって，この (µt, φt)tに対して (4.4)の最右辺の inf の中身の量を考えれば，目
標であった不等式 “≥”を得る． □

28これは厳密に示せる；例えば V = 0のときに下記 Theorem 5.8 (iv)を適用すれば，Definition 5.2から従う．
29“1− t”は，Theorem 3.7の設定との費用関数の違いから来る補正項．
30W2-測地線の一意性による．これは厳密に成り立つ．下記 Remark 5.14参照．
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4.2 Otto解析における，Wasserstein空間上の勾配流

前節の形式的Riemann構造の元で，(P2(Rm),W2)上の相対エントロピー汎関数の勾配流が
熱分布を与えることを検証しよう．まず，相対エントロピー汎関数を定義するための準備とし
て，測度距離空間の枠組で，次のDefinition 4.2で条件をひとつ導入する．端的に言えば，こ
の条件の下でDefinition 4.4の定義に登場する積分が正当化できる．大筋だけを掴みたい場合
は，これらの条件の周辺の記述は一旦飛ばし，Definition 4.4を正当と認めた上でTheorem 4.5

以降を読んでよい．

Definition 4.2 (条件 (V)) 測度距離空間 (X, d,m)について，ある c > 0と x0 ∈ X で∫
X
exp

(
−cd(x0, x)2

)
m(dx) <∞.

が成り立つとき，「(V)をみたす」と言うことにする．

Remark 4.3 (条件 (V)について)

(i) (V)は，然るべき設定で F.-Y. Wangの dimension-free Harnack不等式から示すことが
できる；[20, (5.6.3)]を積分すればよい．

(ii) (V)のもと，重みつきRiemann多様体M(2章参照)上の熱方程式の L1-解は総熱量を保
つ (保存的である)ことが知られている．即ち，f ∈ L1(m)，f ≥ 0に対して，各 t > 0で
∥Ptf∥1 = ∥f∥1 (例えば [81, Theorem 9.1]参照．実際，(V)は [81, (9.2)]と同値)．な
お，このことは 7.1節で定義される測度距離空間上の熱半群に対しても (線形性の仮定な
しに)成り立つ [8, Theorem 4.20, Remark 4.21]．

Definition 4.4 (相対エントロピー (relative entropy)) Entm : P2(X) → (−∞,∞]を，条
件 (V)の下で次のように定義する：

Entm(µ) :=


∫
X
ρ log ρ dm (µ = ρmのとき),

∞ (そうでないとき).
(4.6)

ここで，「µ = ρm」は「µ≪ m，かつ，ρ =
dµ

dm
」を意味する．

技巧的な話ではあるが，Entmのwell-definedness (ρ log ρの積分が測度論的な意味で定義可能
かどうか)について論じておこう 31．X 上の測度 m̃が m̃ ≪ mをみたすとき，相対エントロ
ピーに対する参照測度の変換公式 (例えば [8, Lemma 7.2]参照)より，

Entm(µ) = Entm̃(µ) +

∫
X
log

dm̃

dm
dµ (4.7)

が成り立つ 32．この式と (V)を踏まえて，

m̃ :=
1

Z
exp

(
−cd(x0, ·)2

)
m, Z :=

∫
X
exp

(
−cd(x0, x)2

)
m(dx)

31通常，相対エントロピーと言うときにはmは確率測度であり，その場合は Jensenの不等式からEntm(µ) ∈ [0,∞]
となる．よって，その設定では well-definednessは問題にならない．

32両辺の一方が well-definedであれば他方もそうなる，という意味を含めている．
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としよう．すると，m̃ ∈ P(X)となるからEntm̃(µ) ∈ [0,∞]．更に，µ ∈ P2(X)より (4.7)の
右辺第 2項は Rに属する．よって Entm(µ)は (−∞,∞]-値として全ての µ ∈ P2(X)で well-

definedになる．

以下，4章の終わりまで常に (V)を仮定する．
さて，Otto解析を用いると，Entmの勾配流について次が分かる．

Theorem 4.5 (Otto解析による Entmの勾配流) Otto解析を認め，登場する全ての (汎)関数
は必要なだけ滑らかかつ可積分とする．このとき，(P2(Rm),W2)上のEntmの勾配流 (νt)t≥0，
つまり

ν̇t = −∇Entm(νt) (4.8)

の解は，ν0を初期分布とする熱方程式 (2.5)の (弱)解と一致する．

Proof. まず，Entmの (P2(Rm)上の関数としての) 勾配ベクトル∇Entmを決定する．(µt)t

を，µ̇t = ∇φtをみたすP2(Rm)上の曲線とする．また µt ≪ m, µt = ρtm とする．先に導入
したP2(Rm) 上のRiemann計量 gにより，

d

dt
Entm(µt) = gµt(∇Entm,∇φt) (4.9)

とならねばならない (方向微分！)．ここで，(4.3)を適用すれば

d

dt
Entm(µt) =

∫
Rm

∂tρt dm+
d

dt

∫
Rm

log ρs dµt

∣∣∣∣
s=t

=
d

dt
µt(Rm) +

∫
Rm

⟨∇ρt
ρt

,∇φt⟩ dµt = gµt

(
∇ρt
ρt

,∇φt

)
となる．従って

∇Entm(µt) =
∇ρt
ρt

(4.10)

を得る．これを用いて，次に Entmの勾配流について考える．νtを Entmの勾配流，即ち，

ν̇t = −∇Entm(νt) (4.11)

とする．νt ≪ mを認め，νt = σtmと書く．このとき (4.2)を νt について考えると，∇φt に
−σ−1

t ∇σtを代入することになるので，

∂tσt = −∇m ·
(
σt

(
−∇σt

σt

))
= Lσt

をみたすことが分かる．これは「σtが (弱解の意味で)熱方程式をみたす」ことに他ならない．
よって，熱方程式の解の一意性から，νt = σtmは ν0を初期分布とする熱分布と一致する．□

Remark 4.6 (Fisher情報量) (4.10)を用いると，µ = ρm ∈ P2(Rm) に対して

gµ (∇Entm,∇Entm) =

∫
X

|∇ρ|2

ρ
dm

(
= 4

∫
X
|∇√

ρ|2 dm
)

が分かる．右辺の量を Im(µ)と書き，Fisher情報量 (汎関数)という (µ ̸≪ mのときは Im(µ) :=

∞とする)．よって特に，(νt)t≥0が Entmの勾配流であれば，|ν̇t|2 = Im(νt)が分かる．確率論
では，Fisher情報量は，Markov過程の経験分布に関するDonsker-Varadhanの大偏差原理の
速度関数として知られている (例えば [48]参照)．
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Remark 4.7 (確率測度の成す空間上の勾配流としてのPDE) 熱方程式以外にも，その解が
P(X)上の曲線として (少なくとも形式的に)実現される発展型 (非線形)偏微分方程式は多く
知られている．例えば [179, 180]参照．W2を別の距離に変える，等の設定変更まで含めると，
何らかの意味で実現される方程式は実に多岐に亘り，斯様な観点からの研究は非線形偏微分方
程式の一分野を形成している．代表的なものとして，

porous medium equation/fast diffusion equation [157], p-heat equation [100],

McKean-Vlasov equation [40], reaction-diffusion equation [141],

Boltzmann equation [51]

等の名前を挙げておく．
また，熱分布を境界条件つきの設定で考えると，問題の事情が異なってくる．自然に勾配流

の構造を持つのは，総熱量が保存される Neumann境界条件の場合である．Dirichlet境界条
件の場合には一般に総熱量を保たないので，何らかの修正が必要になる．例えば，定数 1の
Dirichlet境界条件の場合が [62]で論じられている．そこでは，W2の定義を境界条件に合わせ
て変更している．

4.3 Bakry-Émeryの曲率次元条件と相対エントロピーの勾配流

Theorem 4.5によって，(P2(X),W2)上の関数としての Entmの性質を調べることで熱分布
の特性が分かると期待される．引き続きOtto解析を展開して，曲率次元条件に対応する相対
エントロピーの特性，および，そこからの熱分布の挙動への帰結について考察を加えておく．
特にここでは，Bakry-Émeryの曲率次元条件 (2.2)を出発点とする．

Theorem 4.8 (Otto解析による，Bakry-Émery ⇒ Entmの (K,N)凸性) Otto解析を
認め，登場する全ての量は必要なだけ滑らかかつ可積分とする．p = 2とし，(2.2)を仮定す
る．このとき，以下が成り立つ 33：

HessEntm− 1

N
(∇Entm)

⊗2 ≥ K (4.12)

Proof. 相対エントロピーを (µt)t∈[0,1] ∈ Geo(P2(Rm)) に沿って，t = 0で (2階まで)微分す
る．Theorem 4.1(の証明)で見たように，µtは (4.3)の解で φtは (3.14)をみたすとしてよい．
µt ≪ m, µt = ρtmは仮定する．まず 1階微分は，(4.9), (4.10)より，

d

dt
Entm(µt) =

∫
X
⟨∇ρt
ρt

,∇φt⟩dµt = −
∫
X
Lφt dµt (4.13)

となる (最後の式は部分積分公式から従う)．同様にして，(4.3), (3.14)より，

d2

dt2
Entm(µt) =

1

2

∫
X
L|∇φt|2 dµt −

∫
X
⟨∇Lφt,∇φt⟩dµt (4.14)

33以下，Hessは (P2(Rm),W2)を Riemann多様体とみなしたときの，Levi-Civita接続に対応するものを考え
ているとする (つまり，標準的な設定ということ)．
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よって，(2.2)を仮定すると，(4.1)および (4.13)より，

d2

dt2
Entm(µt) ≥ K

∫
X
|∇φt|2 dµt +

1

N

∫
X
(Lφt)

2 dµt

≥ Kgµt(µ̇t, µ̇t) +
1

N

(∫
X
Lφt dµt

)2

≥ Kgµt(µ̇t, µ̇t) +
1

N

(
d

dt
Entm(µt)

)2

(µt)tがRiemann多様体上の測地線であれば，「µ̈t = 0」が成り立つ．これを認めて，この式の
左辺を (4.9)の微分と思うと，

(HessEnt)(µ̇t, µ̇t) ≥ Kgµt(µ̇t, µ̇t) +
1

N
(∇Entm)

⊗2(µ̇t, µ̇t)

と読み替えることができる．測地線 µtは任意だったから，この式は結論を意味する． □

次章で述べるが，(4.12)に相当する条件は，測度距離空間 (X, d,m)上で「Entmが (P2(X),W2)

上で (K,N)凸」という性質として ((P2(X),W2)上の形式的な微分演算を使わない形で)厳密
に定義できる．そうして定義された性質は，最適輸送理論と Entmを用いた曲率次元条件の定
式化のひとつになる．
さて，それでは，(4.12)を仮定したときに相対エントロピーの勾配流 (4.8)がどのような性

質をみたすかを考察して，この章を終えることにしよう．まず準備として，κ ∈ Rに対して比
較関数 (comparison function) sκ, cκ : R → Rを次のように定める：

sκ(u) :=



sin(
√
κu)√
κ

(κ > 0),

u (κ = 0),

sinh(
√
−κu)√

−κ
(κ < 0),

および，cκ := s′κ．sκは微分方程式

f ′′ + κf = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1

の解であり，2階微分に関連する量の比較定理で頻繁に登場する (そのことは，後の議論から
も分かる)．なお sκは，正弦関数を複素関数とみて κ = 0の場合を κ ̸= 0の場合の極限と考え
れば，単独の式 sκ(u) = sin(

√
κu)/κ で書ける．

Theorem 4.9 (Otto解析によるW2-収縮性) Otto解析を認め，登場する全ての量は必要な
だけ滑らかかつ可積分とする．(4.12)を仮定する．また，K > 0かつ N < ∞のときに限り
diam(X) <

√
N/Kπ とする 34．このとき，(νt)t≥0, (ν∗t )t≥0 を Entm の勾配流とすると，各

t, s ≥ 0で次が成り立つ：

s2K/N

(
W2(νs, ν

∗
t )

2

)
≤ e−K(s+t)s2K/N

(
W2(ν0, ν

∗
0)

2

)
+
N

2
· 1− e−K(s+t)

K(s+ t)

(√
t−

√
s
)2
.

(4.15)

Remark 4.10 (W2-収縮性の単純化) (4.15)は sK/N が登場するせいで少し複雑に見える．特
別な場合として，

34(4.12)を厳密に定式化すると，この仮定が自動的に従う [55]．関係する話題は 5章でも扱う．
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• N = ∞の場合 35：
W2(νt, ν

∗
t )

2 ≤ e−2KtW2(ν0, ν
∗
0)

2, (4.16)

• K = 0の場合：
W2(νs, ν

∗
t )

2 ≤W2(ν0, ν
∗
0)

2 + 2N(
√
t−

√
s)2, (4.17)

と，幾分か単純な形になる．特に，1章の (1.1)は (4.17)に対応していると分かる．(4.16)は，
Markov過程の分布の収束評価で典型的に現れるもの．例えば，「Markov連鎖の混合時間の評
価」の文脈でも類似物が登場する [131, Chapter 14]．

Proof. s < tとしてよい．α ∈ [0, 1]とし，(µt)t∈[0,1] ∈ Geo(P2(Rm)), µ0 = νsα, µ1 = ν∗tαと
する．このとき，弧長に関する第一変分公式から

1

2

d+

dα
W2(νsα, ν

∗
tα)

2 :=
1

2
lim
δ↓0

W2(νs(α+δ), ν
∗
t(α+δ))

2 −W2(νsα, ν
∗
tα)

2

δ

≤tgµ1(ν̇
∗
tα, µ̇1)− sgµ0(ν̇sα, µ̇0) (4.18)

を得る 36．θ ∈ C1([0, 1] → [s, t])を単調非減少な全射 (変数変換)とする (後に具体的に決定す
る)．ν·, ν∗· が Entmの勾配流であることから，

tgµ1(ν̇
∗
tα, µ̇1)− sgµ0(ν̇sα, µ̇0) = −tgµ1 (∇Entm(µ1), µ̇1) + sgµ0 (∇Entm(µ0), µ̇0)

= −
∫ 1

0

d

dr

(
θ(r)gµr (∇Entm(µr), µ̇r)

)
dr

= −
∫ 1

0

(
θ̇(r)gµr (∇Entm(µr), µ̇r) + θ(r)HessEntm(µ̇r, µ̇r)

)
dr (4.19)

を得る．ここで，Entmは (4.12)をみたすので，

−
∫ 1

0

(
θ̇(r)gµr (∇Entm(µr), µ̇r) + θ(r)HessEntm(µ̇r, µ̇r)

)
dr

≤ −
∫ 1

0

(
θ̇(r)gµr (∇Entm(µr), µ̇r) +

θ(r)

N
gµr (∇Entm(µr), µ̇r)

2 +Kθ(r)gµr(µ̇r, µ̇r)
)
dr

≤ N

4

∫ 1

0

θ̇(r)2

θ(r)
dr −KW2(µ0, µ1)

2

∫ 1

0
θ(r) dr (4.20)

(最後の不等式は，平方完成と (µr)r∈[0,1]が速度一定であることを用いた)．よって，(4.19), (4.20),
(4.18)を合わせて次を得る：

1

2

d+

dα
W2(νsα, ν

∗
tα)

2 ≤
∫ 1

0

(N
4

· θ̇(r)
2

θ(r)
−KW2(µ0, µ1)

2θ(r)
)
dr. (4.21)

ここで，θを次のように取る：

θ(r) :=

(√
s
sK/N (W2(µ0, µ1)(1− r))

sK/N (W2(µ0, µ1))
+

√
t
sK/N (W2(µ0, µ1)r)

sK/N (W2(µ0, µ1))

)2

. (4.22)

35t = sの場合に N → ∞とした式．
36Riemann多様体上では，両端点の組が最小跡に属していなければ等号成立．属している場合は，中点 µ1/2 を

用いる．(µ0, µ1/2) および (µ1/2, µ1)は最小跡に属さないので，それぞれに第一変分等式を適用して，それを三角
不等式と組み合わせると上記を得る．
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この θは (4.21)の右辺の θに関する最小化問題の停留点になっていることが，変分法から容易
に確認できる 37．(4.22)を (4.21)に代入すると，初等的な計算から，∫ 1

0

{
N

4

θ̇(r)2

θ(r)
−KW2(µ0, µ1)

2θ(r)

}
dr

=
NW2(µ0, µ1)

2

sK/N (W2(µ0, µ1))2

∫ 1

0

{(√
tcK/N (W2(µ0, µ1)r)−

√
scK/N (W2(µ0, µ1)(1− r))

)2
− K

N

(√
tsK/N (W2(µ0, µ1)r) +

√
ssK/N (W2(µ0, µ1)(1− r))

)2}
dr

=
NW2(µ0, µ1)

sK/N (W2(µ0, µ1))

(
(s+ t)cK/N (W2(µ0, µ1))− 2

√
st
)

=
W2(µ0, µ1)

sK/N (W2(µ0, µ1))

(
−2K(s+ t)sK/N

(
W2(µ0, µ1)

2

)2

+N(
√
t−

√
s)2

)
.

よって，この計算結果を (4.21)に代入した式より，

d+

dα
sK/N

(
W2(νsα, ν

∗
tα)

2

)2

=
sK/N (W2(µ0, µ1))

4W2(µ0, µ1)

d+

du
W2(µ0, µ1)

2

≤ −K(s+ t)sK/N

(
W2(νsα, ν

∗
tα)

2

)2

+
N

2
(
√
t−

√
s)2.

よって，Gronwallの補題から結論を得る． □

後述 (Theorem 7.19)のように，この式において ν·, ν
∗
· を熱分布に置き換えたもの

38は，曲
率次元条件の同値条件のひとつになる．
最後に，Otto解析の他の有名な応用に関する参考文献として，[159]を挙げておく．

5 最適輸送理論による曲率次元条件

Theorem 4.8において，L2-Wasserstein空間上の形式的 Riemann構造を用いて，(4.12)が
Bakry-Émeryの曲率次元条件から導出された．この条件は 3章で用意した諸概念を用いて厳密
に定式化でき (Definition 5.2, Definition 5.4)，実際に広義の曲率次元条件になる (Theorem 5.8)．
一方歴史的には，Riemann幾何学に基づく考察から，Sturm, Lott, Villaniらによって類似の
条件が先に導入されている．この章では測度距離空間の枠組でそれらの諸条件 (の，厳密な定
義)を紹介し，その基本的な性質を復習すると共に，条件の間の関係を述べる．

r > 0, x ∈ Xに対しBr(x)を x中心とする半径 rの開距離球とする．以下常に，mは (X, d)

上の測度であって，suppm = Xかつ「各 r, xでm(Br(x)) <∞」をみたすとする．以下，この予
稿で測度距離空間 (metric measure space)といえば (X, d,m)(に課した性質をみたす空間)

を指すものとする．可微分構造を持つ空間での例として，重みつきRiemann多様体 (M, g,m)

(2章参照)が定める測度距離空間 (M,dg,m)がある．

37この事実は証明には用いないが，θ の選び方を理解する助けにはなると思い記載した．
38Entm の勾配流と熱分布の一致が不明な段階で議論を展開する時は，どちらを定式化に使うか区別する必要が

ある．本章では Theorem 4.5で検証済みだが，今後，話を厳密にして行く際には状況が違ってくる．
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Remark 5.1 ((K,N)に関する単調性とその帰結)

(i) この先 7章までに考察する (K,N)に関する各条件は全て，N が大きくKが小さい方が
弱い．特にN → ∞とすると，N = ∞での対応する結果を導く．これらのことは (他の
条件との言い換えなしで直接)示せる．証明は場合によってはかなり非自明だが，以下
では常にこれを認める．

(ii) 上の注は，実はN < ∞の場合に広義の曲率次元条件達の同値性に関する理論を構築す
る上で重要になる．実際，N = ∞の場合の理論構築に伴い，様々な概念についての「良
い性質」が，いずれの (広義の)曲率次元条件からも (同値性を経由して) 得られること
が判明した．N <∞の場合を扱う際，それらの「良い性質」が同値性を示す際に必要と
なることがある．そのため，一旦N = ∞に移行して「良い性質」を保証する，という
議論をしばしば用いる (例えば，Theorem 7.15の証明や Remark 7.13を見よ)．

前節の (4.12)に相当する条件と，それに関連する条件をまず紹介する．まずN = ∞の場合
から始めよう．そのためにP2(X)上の汎関数である相対エントロピー Entmの定義が必要に
なる．Definition 4.4を使いたいが，a prioriに (V)が成り立つとは限らないので，まず次のよ
うに定める ([173, I.(4.1)])：

Entm(µ) :=


∫
X
ρ log ρ dm ( µ = ρm,

∫
X
[ρ log ρ]+ dm <∞ のとき),

∞ (その他).

この定義だと Entm(µ) = −∞もあり得ることに注意する．

Definition 5.2 (Sturm/Lott-Villaniの曲率次元条件, N = ∞) 39 各 µ0, µ1 ∈ P2(X)に
対して，次をみたすW2-測地線 (µt)t∈[0,1]が存在するとき，「(X, d,m)は CD(K,∞)をみたす」
という：各 t ∈ [0, 1]で

Entm(µt) ≤ (1− t) Entm(µ0) + tEntm(µ1)−
K

2
t(1− t)W2(µ0, µ1)

2. (5.1)

上の条件が成り立つことを，単に，「Entmは (P2(X),W2)上でK凸である」ともいう．また，
(5.1)を全ての (µ0と µ1を繋ぐ) W2-測地線でみたすとき，「強 CD(K,∞)をみたす」あるいは
「強K 凸である」という．

この条件は，(4.12)のN = ∞の場合，即ち「HessEntm ≥ K」に対応する．Entmの 2回微
分の下からの評価，即ち凸性の度合いを表している．実際，K = 0の場合は通常の凸性に対応
する式になる．なお，(5.1)の右辺は，tの関数として

f ′′(t) = KW2(µ0, µ1)
2, f(0) = Entm(µ0), f(1) = Entm(µ1)

をみたしており，(5.1)は，2階微分不等式に関する比較定理の結論を定義に置き換えたものだ
と分かる．各測地線に制限して凸性を論じるのはRmの場合と同様だが，一般に測地線は一意
とは限らない．「強」とした条件との違いはそこにある．「強」であるか否かはしばしば問題に
なるが，この種の曲率次元条件に馴染みの薄い読者は，最初はあまり気にしなくてよい．

39「曲率次元条件」の呼称は Bakry-Émery理論から流用して名付けられた．現在ではこちらが主流となり，単に
曲率次元条件といえば Sturm, Lott-Villaniのそれを指すことが多い (以下で見る，N < ∞の場合も同様)．その場
合，(2.2)の方は，「Bakry-Émeryの」と言葉を付して呼ぶ (本稿もその慣習に従っている)．一方，Bakry-Émery
理論の専門家は (2.2)を単に「曲率次元条件」と呼ぶ．歴史的経緯を考えると解決し難く，ややこしい．
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Remark 5.3 (CD(K,∞) ⇒ (V)) CD(K,∞)が成立すれば，そこから弱い意味での体積増大度
評価が従う ([173, I.4.6節]参照)．それを用いると (V)が成り立つと分かる．従って，CD(K,∞)

をみたす空間上では各 µ ∈ P2(X)で Entm(µ) > −∞となり，前述の定義はDefinition 4.4の
それと一致する．

さて，CD(K,∞)をN <∞の場合に拡張する．複雑なことに，複数の定式化が知られてお
りそれぞれに特徴がある 40．ただ，それらのうち，相対エントロピー Entmを用いる (従って，
その勾配流である熱分布と直接関係がある)ものはひとつだけであり，それが前述の (4.12)に
対応する条件でもある．まずそれを紹介する．汎関数UN : P2(X) → [0,∞)を次で定める 41：

UN := exp

(
− 1

N
Entm

)
(5.2)

Definition 5.4 (エントロピー的曲率次元条件 (entropic curvature-dimension cond.))

各 µ0, µ1 ∈ P2(X)に対し，次をみたす (µt)t∈[0,1] ∈ Geo(P2(X))が存在するとき，「(X, d,m)

は CDe(K,N)をみたす」という：各 t ∈ [0, 1]で

UN (µt) ≥
sK/N ((1− t)W2(µ0, µ1))

sK/N (W2(µ0, µ1))
UN (µ0) +

sK/N (tW2(µ0, µ1))

sK/N (W2(µ0, µ1))
UN (µ1). (5.3)

この性質のことを，「Entmは (P2(X),W2)上で (K,N)凸」とも言う．Definition 5.2の場合
と同様に，全ての測地線で (5.3)が成り立つとき，強 CDe(K,N)という．

Otto解析を用いると，UN の定義より，微分不等式 (4.12)は以下の形の UN の凹性

Hess UN ≤ −K
N
UN

と同値であることが容易に分かる．これは 2階線形微分不等式であるので，比較定理を用いて，
微分を使わない式で言い換えることができる．実際，N = ∞の場合と同様に，CDe(K,N)の
定義式 (5.3)の右辺は次の常微分方程式の (一意)解となっている：

f ′′(t) = −K
N
W2(µ0, µ1)

2f(t), f(0) = UN (µ0), f(1) = UN (µ1).

従って，CDe(K,N)もやはり比較定理に依拠した定式化になっている．

他の条件は，紹介こそするものの，本稿で扱う話の範囲で定義を直接扱うことはあまりない．
以下の定義は一旦飛ばして，そのさきにある「みたす性質」の説明を見た上で，必要に応じて
定義を眺める程度でも十分と思われる．とにかく定義は述べよう．そのため，Entmの代わり
に Rényi(-Tsallis)エントロピーと呼ばれる別の汎関数 SN を用いる．まずこれを導入しよう．
SN : P2(X) → [−∞,∞)を µ ∈ P2(X), µ = ρm+ µ′, µ′ ⊥ mに対して次で定める：

SN (µ) := −
∫
X
ρ1−1/N dm.

40Definition 5.2の定義も，[173]と [136]で若干異なる．ここでは [173]による．昨今はこちらが標準的．
41UN は，情報理論で entropy powerと呼ばれる汎関数である [47]．
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Definition 5.5 (Sturm/Lott-Villaniの曲率次元条件, N <∞) 各 µi ∈ P2(X), µi ≪ m

(i = 0, 1)に対し，次をみたすW2-最適カップリングπ ∈ Π(µ0, µ1)と (µt)t∈[0,1] ∈ Geo(P2(X)),

µt = ρtmが存在するとき，「(X, d,m)は CD(K,N)をみたす」という：各 t ∈ [0, 1]とN ′ ≥ N

で

SN ′(µt) ≤ −
∫
X×X

{
(1− t)

(
sK/(N ′−1)((1− t)d(x0, x1))

(1− t)sK/(N ′−1)(d(x0, x1))

)1−1/N ′

ρ
−1/N ′

0 (x0)

+ t

(
sK/(N ′−1)(td(x0, x1))

tsK/(N ′−1)(d(x0, x1))

)1−1/N ′

ρ
−1/N ′

1 (x1)

}
π(dx0dx1). (5.4)

また，(5.4)が全てのW2-測地線で成り立つとき，「強 CD(K,N)をみたす」という．

Definition 5.6 ((簡約曲率次元条件 (reduced curvature-dimension condition))

Definition 5.5の (5.4)を

SN ′(µt) ≤ −
∫
X×X

{(
sK/N ′((1− t)d(x0, x1))

sK/N ′(d(x0, x1))

)1−1/N ′

ρ
−1/N ′

0 (x0)

+

(
sK/N ′(td(x0, x1))

sK/N ′(d(x0, x1))

)1−1/N ′

ρ
−1/N ′

1 (x1)

}
π(dx0dx1) (5.5)

にした条件を，CD∗(K,N)という．強 CD∗(K,N)も同様．

Definition 5.7 (測度収縮性 (measure contraction property)) 任意の x ∈ X と可測集
合 A ⊂ X, m(A) ∈ (0,∞), A ⊂ B√

(N−1)/(K∨0)π(x)に対して，次をみたす δxと m(A)−1m|A
の動的最適カップリング Ξが存在するとき「(X, d,m)はMCP(K,N)をみたす」という：各
t ∈ [0, 1]で

m ≥ (et)♯

(
t

(
sK,N (td(γ0, γ1))

sK,N (d(γ0, γ1)

)N−1

m(A) Ξ(dγ)

)
.

これらの条件の「立ち位置」を説明する前に，まず基本的な性質と互いの関係を確認して
おこう．歴史的には CDe(K,N)が他の 3つの条件よりも遅れて登場しており，また熱分布を
N < ∞で考える際の焦点はこの条件にある．このことを鑑みて，「主に他の 3つの条件の関
係と特性を紹介した上で，それらに対して CDe(K,N)がどのような関係にあるのかを述べる」
という順序で話を展開する．
CD(K ′, N)が全てのK ′ < Kで成り立つとき，CD(K−, N)条件をみたす，ということにす

る (CD∗(K−, N)も同様)．また，局所的に CD(K,N)をみたす (正確な定義は省略する)とき，
CDloc(K,N)条件をみたす，という (CD∗

loc(K,N)も同様)．以下の 2定理について，証明は省
略する．

Theorem 5.8 ((曲率次元条件達の関係))

(i) CD(K,N) ⇒ CD∗(K,N) ⇒ MCP(K,N) [17, 45]．

(ii) K ≥ 0のとき，CD∗(K,N) ⇒ CD((N − 1)K/N,N)．特に CD(0, N) ⇔ CD∗(0, N) [17]．
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(iii) (X, d)は非分岐とする (下記Definition 5.10参照)．このとき次が成立 [17]：

CDloc(K−, N) ⇔ CD∗
loc(K−, N) ⇔ CD∗(K,N).

(iv) 重みつき Riemann多様体上では，以下が成立：[17, 55, 148, 173]．

CDe(K,N)/CD(K,N)/CD∗(K,N)/MCP(K,N) のいずれか⇔ RicNV ≥ K

(v) X: コンパクトとする．このとき，CDe(K,N)/CD(K,N)/CD∗(K,N)/MCP(K,N) のい
ずれの条件も測度Gromov-Hausdorff収束で安定 [17, 55, 148, 173] (非コンパクトの場
合は [76]参照)．

(vi) 曲率 k ∈ R以上のm次元Alexandrov空間は CD(m, (m− 1)k)をみたす [2, 163]．

(vii) CDe(K,N)/CD(K,N)/CD∗(K,N) のいずれか ⇒ CD(K,∞)．特に，仮定が「強」であ
れば，結論も「強」になる 42[17, 55, 173]．

Theorem 5.9 (MCP(K,N)の帰結 [148, 173]) MCP(K,N)を仮定すると，次が成り立つ：

(i) (Bishop-Gromov不等式) 各 0 < r < R, x ∈ X に対して

m(BR(x))

m(Br(x))
≤
∫ R
0 sK/(N−1)(u)

N−1 du∫ r
0 sK/(N−1)(u)N−1 du

.

特にmは local uniform volume doubling propertyをみたす．つまり，各R∗ > 0に対し
て，次をみたす C > 0が存在する：各 x ∈ X と r ∈ (0, R∗]に対して

m(B2r(x)) ≤ Cm(Br(x)).

従ってXは局所コンパクト．更に，XのHausdorff次元はN 以下 [148, Corollary 2.6]．

(ii) (Bonnet-Myersの定理) K > 0なら diam(X) ≤
√
N − 1

K
π. 特にXはコンパクト 43．

歴史的には，まず CD(K,N)が登場し [136, 173]，ほぼ同時に，この条件を弱めたものとし
て (Theorem 5.8(i)参照)MCP(K,N)が導入された [148, 149, 173]．大まかには，MCP条件
は，CD(K,N)条件において µ0と µ1の片方の参照点をDiracのみしか考えないものと言える
(実際に，Theorem 5.9で述べたような応用を得るためにはこれで充分)．実際にMCP(K,N)

は CD(K,N) より真に弱く，その分だけ適用範囲が広い；例えば [94] 参照．CD(K,N) は，
「Riemann多様体上のW2-測地線に沿った測度の歪み具合を，Ricci曲率を用いて制御する」と
いう幾何学的な立場からの研究を介して得られた条件と言える．高精度の制御を与え，その
帰結として精密な不等式を導出できる反面，条件としての柔軟性に欠け，幾つかの空間の変形
操作での振る舞いはあまりよろしくない (例えば，CD(K,N)と CDloc(K,N)は同値ではない
[166])．そこで，「曲率次元条件としての特性を充分に残しつつ (Theorem 5.8(iv)(v)) 条件を少
し弱め (Theorem 5.8(i)(ii))，その代わりに各種の幾何学的操作で良い振る舞いをする (例えば

42これは Remark 5.1 (i)に含まれる．強調するためと「強」の部分をはっきりさせるため，敢えて書いた．
43「局所コンパクト測地距離空間の閉球はコンパクト」(例えば [36, Proposition 2.5.22])による．
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Theorem 5.8(iii))ようにしたもの」として導入されたのが，簡約曲率次元条件 CD∗(K,N) で
ある [17]．
簡約条件は元の条件に比べてどの程度弱いのか，という点について，少し言葉を加えておこ

う．例えばCD∗(K,N)の定義式から直接Theorem 5.9(i)を導こうとしても，やや弱いものしか
得られない (CD(K,N)の場合はうまくいく)．ただ，精密でない評価であっても，Theorem 5.9

で述べたような位相に関する定性的な性質を得るには十分であり，そのことには意味がある．
また現在は，Theorem 5.8 (i)のおかげで，Theorem 5.9(i)(ii)等のMCP(K,N)から導出でき
る精密評価は，CD∗(K,N)から導くこともできる [45]．実際，「CD(K,N)でなければうまく
いかない」という類の議論は，現段階ではそれほど多く知られてはいない．
1章で述べたように，幾何学において曲率次元条件を測度距離空間で考える動機は，Ricci

limitの幾何解析と強く関係している．この立場からは Theorem 5.8(iv)(v)は欠くべからざる
条件であり，実際にこの特性が上で導入した 4つの条件全てでみたされていることは，これ
らの条件が「ある程度筋の良い」ものであることを保証している，と言えよう．同種の研究と
して，Ricci曲率よりも強く断面曲率が下に有界な距離空間の概念が先行して導入されていた
[37]．これがAlexandrov空間である．断面曲率の平均がRicci曲率であり，m次元定曲率空間
の Ricci曲率は断面曲率のm− 1倍になる．従って Theorem 5.8 (vi)の主張は自然ではある．
しかし証明はそれほど易しくはない．

エントロピー的曲率次元条件CDe(K,N)は，名前から分かるように，相対エントロピーEntm

を用いて記述されることにその特徴がある．この条件が導入された当時，N = ∞の場合には，
CD(K,∞)から熱分布の評価 (4.16)を介して Bakry-Émeryの曲率次元条件が従うことは知ら
れていた [6, 10]．同様の理論をN <∞の場合に構築する為に導入された条件と言える．その
役割は，形式的には既に 4.3節で垣間見た．これに対応する厳密な議論は 7.4節で紹介する．
上述のように，CD(K,N)および CD∗(K,N)の定義には Entm の代わりに Rényiエントロ

ピー SN が用いられており，また，「汎関数の凸性」というような単純な形はしていない．そ
の意味で，2重の困難があった．一方で，CDe(K,N)の導入とは別の「SN の勾配流 (多孔媒質
方程式)を考える」という路線から Bakry-Émeryの曲率次元条件と CD∗(K,N)条件との関係
を調べたのが [13]である 44．彼らはWasserstein距離W2を重みつきに拡張したものを用いて
SN のある種の凸性の条件を定式化し，それが CD∗(K,N)と (然るべき設定で)同値なことを
示している．これも新種の (Sturm, Lott-Villani型の)曲率次元条件と言えるだろう．

幸いにして，CDe(K,N)と簡約条件 CD∗(K,N)は，良い状況では同値になる．そして，そ
の良い状況は，ある程度一般に実現される 45．「良い状況」の定義をまず用意しよう．

Definition 5.10 (測地線の分岐・非分岐) γ1, γ2 ∈ Geo(X) であって，ある t ∈ (0, 1) で
γ1|[0,t] = γ2|[0,t]となっており，しかも γ1 ̸= γ2となるとき，(γ1, γ2)を分岐測地線 (branching

geodesics)という 46．(X, d)が非分岐 (non-branching)であるとは，分岐測地線が存在し
ないことを言う．また，(X, d,m)が本質的非分岐 (essentially nonbranching) であるとは，
任意の µi ∈ P2(X), µi ≪ m (i = 0, 1) と µ0, µ1の任意の動的最適カップリング Ξに対して，
分岐測地線の組を含まない可測集合G ⊂ Geo(X)であって，Ξ(Gc) = 0をみたすものが存在す
ることを言う．

44ただし，彼らも 7.2節で述べる「無限小 Hilbert的」という条件 (Definition 7.6)は課している．
45以下の話は，線形な熱分布が出てくる設定において，Theorem 7.15の形で結実する．差し当たりその場合に

しか興味がないのであれば，以下ではその裏事情を詳しく述べているだけなので，飛ばしてよい．
46「γ1|[0,t] = γ2|[0,t]」は「γ1

0 = γ2
0 , γ

1
t = γ2

t」に変えても同値な条件になる (これは非分岐よりは非交差と呼ぶ
べきものだろう)．こちらの方が見かけ上強いが，交差すれば分岐するものが作れる．
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本質的非分岐の判定法として，次が知られている．ここでは証明には言及しない．

Theorem 5.11 (本質的非分岐の充分条件 [167]) 強 CD(K,∞)空間は本質的非分岐．

以上の準備の下，以下が成り立つ：

Theorem 5.12 ((CD∗(K,N)と CDe(K,N)の関係 [55]))

(i) (X, d,m)が本質的非分岐であれば，CD∗(K,N)と CDe(K,N)は同値．

(ii) 強 CD∗(K,N)と強 CDe(K,N)は同値．

以下の証明 (の概略)を見れば，Theorem 5.12 (ii)は，本質的にTheorem 5.8 (vii), Theorem 5.11

と Theorem 5.12 (i) から従うことが分かるだろう．この性質のおかげで，空間から自然に
定まる熱分布が初期値に関して線形になる状況では CDe(K,N)は CD∗(K,N)と同値になる
(Theorem 7.15)．

Proof. (i)について，概略を述べる．この同値性は，それぞれの条件が (各最適輸送経路へと)

局所化された条件と同値であることを通じて得られる (局所化が一致する)．その「局所化され
た条件」とは以下の通りである (記号は 3.5節参照)：有界な台を持つ任意の µ0, µ1 ∈ P(X)に
対して，Ξ ∈ P(C([0, 1];X))で，「(et)♯Ξ ≪ m」(以下 (et)♯Ξ =: ρtmとする)，「((et)♯Ξ)t∈[0,1]
は µ0から µ1に至るW2-測地線」および，Ξ-a.e. γで次をみたすものが存在する：

ρt(γt)
−1/N ≥

sK/N ((1− t)d(γ0, γ1))

sK/N (d(γ0, γ1))
ρ0(γ0)

−1/N +
sK/N (td(γ0, γ1))

sK/N (d(γ0, γ1))
ρ1(γ1)

−1/N . (5.6)

実際，(5.6)を積分すればCD∗(K,N)が得られる．CDe(K,N)の導出はもう少し複雑であるが．
うまく Jensenの不等式を用いる．
逆に CD∗(K,N)/CDe(K,N)から (5.6)を導出する際に本質的非分岐の仮定を用いる．もし

分岐測地線に沿って測度が輸送されていたら不具合がありそうだ，とは，直感的には納得でき
るのではないかと思う．これ以上の説明は略す． □

Remark 5.13 (SN と UN の関係) CD∗(K,N)と CDe(K,N)を記述する汎関数である SN と
UN の間には，Jensenの不等式に基づく次の関係がある：

−SN (ρm) =

∫
X
ρ−1/Nρdm ≥ exp

(
− 1

N

∫
X
(log ρ)ρ dm

)
= UN (ρm)

(この不等式は，「もしmが point massを持ち ρmがDirac測度であれば」等式になる)．これ
を見れば，CD∗(K,N)と CDe(K,N)のそれぞれの局所化で同じ式 (5.6)が現れることは，そこ
まで不思議ではないかもしれない．

Remark 5.14 (強 CD条件について)

(i) Rmや完備 Riemann多様体上では，CD(K,∞)と強 CD(K,∞)は同値
(CD(K,N)/ CD∗(K,N)/ CDe(K,N)も同様)．

これを示すには，µ0, µ1 ≪ mのときにW2-測地線が一意であれば充分．この設定では
Brenierの定理が適用でき [58] (Remark 3.8 (iv)も参照)，Corollary 3.9から最適カップ
リングは一意．更にW2-測地線については，「各 x ∈M に対して，xの最小跡は測度 0」
であるから，Theorem 3.13によるW2-測地線の特徴づけと合わせると一意性が分かる．
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(ii) Theorem 5.8 (v)は，強 CD条件に対して成り立つかどうかは一般には不明 (少なくとも
既存の証明は機能しない)．その意味でTheorem 5.12の結果は不充分に見えるかもしれ
ないが，この弱点は他の条件と結合させることで克服できる (8.2節 (1)参照)．

Remark 5.15 (測地線の (本質的)非分岐について) Theorem 5.12の証明で見たように，最
適輸送を輸送経路に分解して話を各測地線上に局所化したい場面がしばしばあり，そのような
場合には「測地線が非分岐かどうか」が問題になる．実際に，CD空間上の幾何に関する定理
では，「非分岐」あるいは「本質的非分岐」を仮定しているものが少なからずある (8.2節 (1)

参照)．また逆に，測地線が分岐し得る空間の族から，様々な「Riemann多様体の場合に成り
立つ『良い』性質」の反例が見つかっている (例えば [108, 166])．
測地線が分岐する測地距離空間の代表例として ℓm∞ (Rmに∞-ノルムによる距離を入れた空

間)や，cable system(グラフを 1-単体と見たもの)，自己相似集合 [109]などがある．(境界の
ない)Riemann多様体およびAlexandrov空間では分岐しない．また，Ricci limitについては未
解決 (本質的非分岐ではある)．

6 L2-Wasserstein空間上の勾配流

5章で見たように，最適輸送理論を用いて一般の測度距離空間で (4.12)に相当する条件を
厳密に定式化できる．更に，その条件をみたす空間族は重みつき Riemann多様体だけでなく
Ricci limitなどの非自明な例を含んでいることが分かった．よって，4.3節でのOtto解析に基
づく発見的考察に沿って考えると，「その定式化を用いて，熱分布に対する評価 (4.15)を，最
適輸送理論を用いて導出できるか？」が次の問題になる．より詳細には，この問題は次の 3つ
の問いに分解できる：

(Q1) (P2(X),W2)上で，Entmの勾配流をどう定式化するのか？

(Q2) 勾配流は，CDe(K,N)条件下で (4.15)をみたすのか？

(Q3) 勾配流は熱分布 (熱方程式の解)と同一のものなのか？

問 (Q2)(Q3)の重要性は，これまで繰り返し言及し後に 7.4節で論じるように，(4.15)を経由
して Bakry-Émeryの曲率次元条件が導出できる点にある．この章では，説明の簡便さのため
N = ∞の場合に限定して，(Q1)–(Q3)に対する解答を与える 47．(Q1)については 6.1節で，
今回の話で必要な解答を一般的な枠組で与える．実はそこで，勾配流の 2つの定式化を扱う．
片方の枠組み (EVI)は，一般的な枠組で (Q2)(Q3)への解答を提供する．これを 6.2節で扱
う．ただし，「熱方程式の解」を測度距離空間で論じることは後回しにして，ここでは重みつき
Riemann多様体に設定を限定して議論の要諦を述べる．一方で，そこでは必要な条件の検証を
一つ先送りにする．その条件は，別の勾配流の定式化 (EDE)での (Q3)の解決と関係があり，
6.3節で議論する．他の設定での (Q3)の解決に関する歴史的経緯も，ここで少し紹介する．

47N < ∞の場合も本質的なアイデアは同じ (あるいは Remark 5.1 (ii)の意味で N = ∞の場合に帰着)だが，
計算が複雑になる．
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6.1 距離空間上の勾配流

この節では，上記 (Q1)に対する答を与える．(P2(X),W2)は距離空間であるから，距離空
間上の勾配流の理論が援用できる．なお逆に，L2-Wasserstein空間上で勾配流を考える際に
は，何らかの特異空間 (可微分構造を持たない空間)上の理論を援用する必要がある．実際，仮
にX が Euclid空間や Riemann多様体であっても，付随する L2-Wasserstein空間はある種の
無限次元空間であり，通常の可微分構造を持たない．距離空間上の勾配流のうち，ここでは，
[7]で扱われているものに話題を限定する．それでも，枠組の抽象性故に，以下の複数の定義
がある：

• 然るべき近似スキーム (minimizing movement scheme)の極限

• エネルギー消散等式 (EDE; Energy Dissipation Equality)48

• 発展変分不等式 (EVI; Evolution Variational Inequality)

これらは一般には一致するとは限らない (そもそも，解の存在が問題になる)．おおまかに言っ
て，下方のものほど狭義の勾配流といえる．ここでは，EDEと EVIについてのみ紹介する．
一般論を展開するため，(Y, dY )を距離空間とする．3.1節で導入した絶対連続曲線とmetric

speedが以下の理論展開で本質的に用いられる．U : Y → (−∞,∞]を下半連続関数とする．ま
たD(U) = {y ∈ Y | U(y) <∞}とする．以下，U の勾配流に相当する概念を導入していく．

Definition 6.1 (エネルギー消散等式) Y 上の曲線 (ηt)t≥0 が η0 ∈ D(U)を初期条件とする
EDEの意味での U の勾配流である，とは，局所絶対連続であって，a.e. t > 0で以下の関係
式をみたすことを言う：

− d

dt
U(ηt) =

1

2
|η̇|(t)2 + 1

2
|∇−U |(ηt)2,

ただし，

|∇−U |(y) := lim
z→y
z ̸=y

[U(y)− U(z)]+
dY (y, z)

(
= lim

r↓0
sup

z∈Br(y)\{y}

[U(y)− U(z)]+
dY (y, z)

)

(これを U の descending slopeという)．

Definition 6.2 (発展変分不等式) η0 ∈ D(U)とする．Y 上の曲線 (ηt)t≥0が η0を初期条件と
するK-EVIの意味でのUの勾配流である，とは，(ηt)t>0が局所絶対連続かつ limt→0 dY (ηt, η0) =

0 であって，各 z ∈ Y に対し a.e. t > 0で以下の関係式をみたすことを言う 49：

1

2

d

dt
dY (ηt, z)

2 +
K

2
dY (ηt, z)

2 ≤ U(z)− U(ηt).

Definition 6.1, Definition 6.2共に，確かに (Y, dY )の距離構造のみで定義を与えている．従っ
て，これらの定義は可微分構造を持たない空間上でも意味を持ち得る．そして，Definition 6.1,

Definition 6.2は，次の意味で勾配流の定義として適切なものになっている．
48Energy dissipation identity (EDI)とも呼ばれる．また，より非自明な片側の不等式を指して，Energy dissi-

pation inequalityと呼ぶ場合もある
49γ が絶対連続曲線であるから，左辺の微分は実数値絶対連続関数に対するものとして a.e. tで意味を持つ．
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Proposition 6.3 (勾配流の検証) (Y, gY )を (境界をもたない)完備Riemann多様体で，U ∈
C∞(Y )とする．U の勾配流は大域的に存在するとする 50．

(i) EDEの解，K-EVIの解は，それぞれ U の勾配流になる．

(ii) U の勾配流は EDEの解になる．HessU ≥ K であれば，K-EVIの解にもなる．

Proof. ⟨·, ·⟩をRiemann計量，即ち，接ベクトルの内積とする．
まずEDEについて示す．(i)を考えるため，(ηt)t≥0をEDEの解とする．このとき，各 t > 0

で次が成り立つ：

d

dt
U(ηt) = ⟨∇U(ηt), η̇t⟩ ≥ −|∇U |(ηt) |η̇|(t) ≥ −1

2
|∇U |(ηt)2 −

1

2
|η̇|(t)2. (6.1)

EDEが成り立つなら，この 2つの不等号は等号でなければならない．第 1の等号から∇U(ηt)

と η̇tは平行かつ逆向きであり，第 2の等号から |∇U |(ηt) = |η̇|(t)が従う．よって，合わせて
η̇t = −∇U(ηt)を得る．またこの議論から，(ii)の EDEに関する主張も直ちに従う．
次に EVIについて示す．(i)を考えるため，(ηt)t≥0 を EVIの解とする．t > 0とし，γ ∈

Geo(Y )，γ0 = ηtをみたすものとする．s ∈ (0, 1]を充分小さくとると，(dY (ηt+ε, γs))εに対し
て第一変分公式が適用できて，

1

2

d

dt
dY (ηt, γs)

2 = −s⟨η̇t, γ̇0⟩

を得る．従って，zを γsとして EVIを適用すると，

−s⟨η̇t, γ̇0⟩+
Ks2

2
dY (ηt, γ1)

2 ≤ U(γs)− U(γ0).

この式の両辺を sで割って s→ 0とすると，−⟨η̇t, γ̇0⟩ ≤ ⟨∇U(ηt), γ̇0⟩ を得る．(γs)s∈[0,1]は任
意であるから，γ̇0 = −(η̇t +∇U(ηt)) となるよう選ぶことで，η̇t = −∇U(ηt)が従う．
次に (ii)を考える．(ηt)t≥0をU の勾配流，z ∈ Y とし，γ ∈ Geo(Y )で γ0 = ηt, γ1 = zとす

る．HessU ≥ K より，U はK 凸 51．即ち，次が成り立つ：

U(γs) ≤ (1− s)U(γ0) + sU(γ1)−
K

2
s(1− s)dY (γ0, γ1)

2.

この式から，

⟨∇U(γ0), γ̇0⟩ = lim
s↓0

U(γs)− U(γ0)

s
≤ U(z)− U(ηt)−

K

2
dY (ηt, z)

2 (6.2)

を得る．一方で，第一変分公式および ηが U の勾配流であることから

1

2

d

dt
dY (ηt, z)

2 ≤ −⟨η̇t, γ̇0⟩ = ⟨∇U(γ0), γ̇0⟩ (6.3)

が成り立つ 52．この 2つの式を組み合わせれば，ηが EVIの解と分かる． □

50この仮定は記述を簡便にするためであって，非本質的．
51Definition 5.2と，そのあとの説明を参照．
52ここの不等号は脚注 36を参照．Euclid空間上では常に等号成立．
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EVIの意味での勾配流については，以下が成り立つ．

Theorem 6.4 (K-EVI ⇒ 収縮性) (ηt)t≥0, (η
∗
t )t≥0をK-EVIの意味での U の勾配流とする．

このとき，各 t ≥ 0で
dY (ηt, η

∗
t ) ≤ e−KtdY (η0, η

∗
0). (6.4)

Proposition 6.3 と Theorem 6.4 を組み合わせると，「HessU ≥ K であれば勾配流は K-

EVIの解となり，(6.4)をみたす」と主張していることになる．これは丁度，N = ∞の場合
の Theorem 4.9に対応している (Remark 4.10参照)．しかも，Proposition 6.3の証明では，
HessU ≥ K の条件は「U がK 凸である」という 2階微分を必要としない定式化 (CD(K,∞)

の定義！) を利用している (ただし，Proposition 6.3は空間の可微分性を仮定している)．

Proof. 合成関数の微分則より，

1

2

d

dt
dY (ηt, η

∗
t )

2 ≤ 1

2

d

dt
dY (ηt, η

∗
t′)

2|t′=t +
1

2

d

dt
dY (ηt′ , η

∗
t )

2|t′=t

を得る 53．右辺第一項に zを η∗t′ とした ηtの EVIを，第二項に zを ηt′ とした η∗t の EVIをそ
れぞれ適用すると，

1

2

d

dt
dY (ηt, η

∗
t )

2 ≤ −KdY (ηt, η∗t )2

が得られる．よってGronwall不等式から結論が従う． □

Proposition 6.3 (i)でのEVIに関する議論では，Kに依存する項は高次の無限小となってお
り特に役割を果たしていなかった．ただしそれは無限小を見る (参照点をEVIの解の近くに取
る)場合の話で，EVIの式は「極限移行する前の段階で一様な不等式評価が成り立つ」ことを
主張している．これはTaylor展開を仮想すれば，2階の無限小に対する一様評価があることと
対応しており，Kに依存する項が，丁度その一様評価の役割を担っている．そう読めば，ポテ
ンシャル関数の 2階微分の一様評価から (4.16)が得られたことと，EVIのK に依存する項に
よって (6.4)の評価が得られることが対応している．このことから，EVIの解はポテンシャル
関数のK 凸性に関するなんらかの情報まで含む定式化だと考えられる．実際，それは正しい
ことが次節の議論で明らかになる．
最後に EDEと EVIの基本的な性質に関する注を与えて，この節を終えよう．

Remark 6.5 (EDEとEVIの基本的性質) 以下，証明は [7]を参照．

(i) EVIの意味での勾配流は EDEの意味での勾配流になる．

(ii) EVIの意味での勾配流は，存在すれば (初期条件に関して)一意．更に初期条件をD(U)

まで自然に拡張できる (いずれも Theorem 6.4による)．

(iii) (Y, dY )が完備局所コンパクト測地空間で，U が (下半連続かつ) あるK ∈ RでK凸なら
ば，EDEの解が存在する (一般に一意性は不明；ただし，L2-Wasserstein空間上のEntm

の勾配流は一意 [8, 69])．局所コンパクトの仮定は，他の仮定で置き換えて弱めること
もできる．

53距離空間上，この微分則は本来証明が必要 [7, Lemma 4.3.4]．もちろん，古典的な設定では “=”が成立．
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6.2 曲率次元条件と発展変分不等式

ここで，(P2(X),W2)上のEntmの勾配流の話に戻る．この節では，Xの代わりに重みつき
Riemann多様体 (M, g,m) (2章参照)の場合に，冒頭の (Q2)(Q3)への解答の概略を見る．X
を制限する理由はいくつかあるが，そのうちのひとつは「熱分布をどう定義するか」という問
題がある．この設定であれば，L2-空間での熱方程式の解として熱分布を自然に定められるこ
とは既に 2章で見た．従って，熱分布の定義以外の部分に注意を集中させることができる．実
際，この節の主定理はより一般の枠組に (然るべき形で)拡張できる (Theorem 7.9)．以下で説
明する証明も，一般の設定のものを今の枠組に限定したものにしてある．従って，Ricci曲率
の概念など，空間の (2階)可微分性を前提とする諸概念の使用を避けてある．逆に，証明中で
幾つか「非自明」として説明を省略した部分は，今の枠組では容易な主張も混じっているかも
しれない．
d := dgを (M, g)上のRiemann距離とする．またLと Pt = etLを 2章で定めたものとする．

Theorem 6.4より，EVIの解が存在すれば，その特徴づけを介して (Q2)を解決できる．そこ
で解の存在の是非を問うことになる．次の定理から，K-EVIの解の存在は広義の曲率次元条
件 (ただしN = ∞) であること，そして，存在証明が (Q3)の解決を伴うことが分かる．

Theorem 6.6 (CD(K,∞) ⇔ K-EVI on (M,d,m)) 次は同値：

(1) (M,d,m)は CD(K,∞)をみたす．

(2) (M,d,m)は (V)をみたし，(P2(M),W2)上で，各 µ0 ∈ D(Entm)に対して µ0を初期条
件とするK-EVIの意味での Entmの勾配流が存在する．

更に，(1)(2)いずれかが成り立てば，熱半群は K-EVIの解を与える．即ち，f がM 上の m

に関する確率密度 (f ∈ L1(m), f ≥ 0かつM 上での積分値が 1)で f m ∈ D(Entm)のとき，
(Ptf m)t≥0はK-EVIの解になる．

Proof. 以下，[6, Theorem 6.1], [10, Theorem 5.1]および [46, Theorem 3.2] の証明の概略を
述べる．このやり方に沿って証明が遂行できるが，証明中に都合よく「～であるとしてよい」
としているところでは実現のための近似が逐一必要になり 54，総体としてかなりの技巧を要す
る．また，各種極限操作の妥当性も議論なしで認める．
(1) ⇒ (2): (V)の成立は Remark 5.3参照．EVIについては，Proposition 6.3 (ii)の議論を

Otto解析の言葉で焼き直したものを厳密にする，という流れで示す．その際，勾配流の代わ
りに熱分布を用いる．即ち，mに関する確率密度 f に対して νt = Ptf mが EVIの解を与える
ことを示す．ただし，(νt)t>0の (P2(M)上の曲線としての)絶対連続性はここでは議論しない
(次節で扱う)．
µ ∈ P2(M)とする．d2/2を費用関数とする，(νt, µ)に対する最適輸送問題を考えよう．

(−φ,ψ) ∈ L1(νt)× L1(µ)をKantorovich potentialとする．即ち，

1

2
W2(νt, µ)

2 =

∫
M
ψ dµ−

∫
M
φdνt, (6.5)

ψ(y)− φ(x) ≤ 1

2
d(x, y)2 (x, y ∈M).

54実際には，それ以外にも，もっと厳密な議論が必要なところはある．
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以下，ψ,φは “よい”関数「であるとしてよい」．この設定の下で，次の 2つを示せば充分．

1

2

d

dt
W2(νt, µ)

2 =

∫
M
⟨∇Ptf,∇φ⟩dm, (6.6)

Entm(µ)− Entm(νt)−
K

2
W2(µ, νt)

2 ≥
∫
M
⟨∇Ptf,∇φ⟩dm. (6.7)

まず (6.6)を示す．Kantorovich双対性から，各 δ > 0で次が成り立つ：

1

2
W2(νt+δ, µ)

2 ≥
∫
M
ψ dµ−

∫
M
φdνt+δ.

この式と (6.5)を辺々引いて δで割り極限をとれば，

1

2

d

dt
W2(νt, µ)

2 ≥ − lim
δ↓0

∫
M
φ
Pt+δf − Ptf

δ
dm =

∫
M
⟨∇φ,∇Ptf⟩dm

を得る (最後の等式でGauss-Green公式を用いた)．t + δの代わりに t − δで同じ計算をすれ
ば逆向きの不等号が得られるので，合わせて (6.6)が従う．次に (6.7)を示す．EntmのK凸性
から，(µs)s∈[0,1] ∈ Geo(P2(M)), µ0 = νt, µ1 = µに対して

lim
s↓0

Entm(µs)− Entm(µ0)

s
≥
∫
M
⟨∇Ptf,∇φ⟩dm (6.8)

を示せば充分 ((6.2)を見よ)．µs ∈ D(Entm)「であるとしてよい」．µs = ρsmと書く．ρs > 0

「であるとしてよい」．ここで，Theorem 3.13より，(es)♯Ξ = µsとなる Ξ ∈ P(C([0, 1];M))

が存在する．ζ(r) := r log r は (0 以外で) 可微分な凸関数であるから，r1, r2 > 0 に対し，
ζ(r2)− ζ(r1) ≥ ζ ′(r1)(r2 − r1)が (r1, r2の大小関係によらず)成り立つ．これら 2つの性質を
用いて，次を得る：

Entm(µs)− Entm(µ0)

s
≥ 1

s

∫
M
(ρs − ρ0) log ρ0 dm

=
1

s

∫
M

log ρ0 d(es)♯Ξ−
∫
M

log ρ0 d(e0)♯Ξ

=
1

s

∫
C([0,1];M)

(log ρ0(γs)− log ρ0(γ0)) Ξ(dγ).

Brenierの定理 (Theorem 3.7)の多様体版 (Remark 3.8 (iv))から，∇φ(γ0) = γ̇0 Ξ-a.e. γ「で
あるとしてよく」，また ρ0 = Ptf であるから，

lim
s↓0

Entm(µs)− Entm(µ0)

s
≥
∫
C([0,1];M)

⟨∇ρ0
ρ0

(γ0), γ̇0⟩Ξ(dγ)

=

∫
M
⟨∇Ptf

Ptf
,∇φ⟩dµ0 =

∫
M
⟨∇Ptf,∇φ⟩dm.

よって結論を得る．
(2) ⇒ (1): (µs)s∈[0,1] ∈ Geo(P2(M))とし，(νs(t))t≥0を µsを初期条件とするK-EVIの解

とする．ここで，
Ξ(t) := (1− s)W2(µ0, νs(t))

2 + sW2(νs(t), µ1)
2
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とおく．このとき，W2 の三角不等式と初等的な不等式 s(1 − s)(a + b)2 ≤ (1 − s)a2 + sb2

(a, b ∈ R)から Ξ(t) ≥ Ξ(0)が従う．よって，K-EVIを適用すると

0 ≤ 1

2

dΞ

dt
(0) ≤ (1− s)(Entm(µ0)− Entm(µs)) + s(Entm(µ1)− Entm(µs))−

K

2
Ξ(0)

= (1− s) Entm(µ0) + sEntm(µ1)− Entm(µs)−
K

2
s(1− s)W2(µ0, µ1)

2

となるので，結論を得る． □

Remark 6.7 (Otto解析による，Theorem 6.6の証明の解釈) (6.6)の右辺について，Otto

解析の観点から考察を加える．証明中と同様に (µs)s∈[0,1] ∈ Geo(P2(M)), µ0 = νt, µ1 = µと
すると，µ̇0 = ∇φとなる (Brenierの定理の多様体版による)．従って，νtが Entmの勾配流で
あることを認めれば，∫

M
⟨∇Ptf,∇φ⟩dm =

∫
M
⟨∇Ptf

Ptf
,∇φ⟩dνt = gνt(∇Entm(νt), µ̇0)

となる．従って，(6.7),(6.6)を (6.2), (6.3)と各々対比すれば，これらが自然な式と分かる．

Remark 6.5 (ii)より EVIの解は存在すれば一意なので，Theorem 6.6の後半の主張より，
(Q3)は解決している (EVIの解が熱半群が与える熱分布の解と一致する，と言う意味で)．ま
た，このこととTheorem 6.4を合わせると，ν(i)t = Ptfim ∈ P2(M) (fi ∈ L2(m), i = 0, 1) に
対して (4.16)が成り立つことも分かる．

Remark 6.8 (W2-収縮性の導出について) ν
(i)
t = Ptfim ∈ P2(M) (fi ∈ L2(m), i = 0, 1) に

対する (4.16)については，別の証明も知られている．一番古いものは，熱分布の確率論的対応
物であるBrown運動の結合法 (平行移動カップリング) による (W2での定式化を初めて結合法
で議論したのは [181]と思われるが，より強い評価がそれ以前から既知であった．[181]の参
考文献を参照)．解析的には，Bakry-Émeryの微分評価から導出する方法が複数知られている
([20, 21, 118])．結合法は後進Ricci流の下での熱分布にも適用でき [119]，微分評価に基づく
方法はHeisenberg群上の，劣 Laplacianに対応する熱分布にも適用できる [118]など，それぞ
れの方法に利点がある．なお，微分評価に基づく方法は，精密化も含めて 9.2節で論じる．

6.3 熱分布の同定に関する補足

ここで，(Q3)に関する研究の歴史的な流れを概観しておく．
この方面での最初の結果は，Rn上で，minimizing movement schemeの収束に相当する方法

で構成した相対エントロピーの勾配流が熱方程式の弱解になると示されたことであろう [93]．
この方法は [7]により整理・一般化され，この方面の研究の礎になった ([180]も参照のこと)．
その後，Riemann多様体では最も一般的な結果が [53]で与えられた．また，Finsler多様体に
おいては，[153]で示された (この場合には，対応する熱分布は非線形になる)．更には，無限次
元空間であるWiener空間 [57]，劣 Riemann多様体の代表例である Heisenberg群 [95] 等の，
様々な設定で研究されてきた．
これらの研究は，(Q3)を，対応する偏微分方程式 (熱方程式)の解の一意性へと帰着させる

方法であり，Entmの勾配流の一意性へと帰着させたTheorem 6.6のような方法とは，問題へ
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のアプローチの仕方が本質的に異なる．このような転換の背景には，「通常の可微分構造を持
たない特異空間上でも適用可能な議論を展開したい」という問題意識があった．実際，この新
たなアプローチに基づく議論は，(コンパクト)Alexandrov空間での結果 [74] を嚆矢として，測
度 (測地)距離空間 [6, 8, 10]へと一般化された．また，別の流れとして，(有限)グラフ上で同
様の問題を考えた研究があり [138, 142]，この場合には空間の離散性に起因する難しさが生じ
る．ここで紹介した文献では，L2-Wasserstein距離の定義をBenamou-Brenier公式 (4.4)に基
づくものに置き換える点に特徴がある．また，この場合の考え方を利用し，Lévy過程に対応
する非局所的拡散方程式の解についても同様の研究が展開されている [52].

なお，[8, 74]では EVIの代わりに EDEを勾配流の定義に用いて議論している (EVIの解
の存在は空間に制約を課す (7.2節参照)．そのため，Finsler多様体など，EVIを考えるのが
適切ではない状況がある)．熱分布の同定を示す過程で (Ptf m)t≥0 が (P2(M),W2)上の絶対
連続な曲線になることが示され，そのことは，EVIの解を考える際にも暗に用いられている
(Definition 6.2参照)．

Theorem 6.9 (EDEの勾配流=熱分布) (M,d,m)はCD(K,∞)をみたすとする．また，f ∈
L2(m)を f m ∈ P2(M) ∩ D(Entm)なるものとする．このとき，νt = Ptf mは EDEの意味で
の勾配流になる．特に，Remark 6.5 (iii)より，結果的に νtは (唯一の)EDEの意味での Entm

の勾配流と一致する．

Proof. 以下の流れに沿って，より一般的な設定で実際の証明が実現できる ([8]参照)が，本
来行う近似は全て省略し，各種極限操作の妥当性も議論なしで認める．まず CD(K,∞)条件か
ら |∇− Entm |が Entmの upper gradientになると分かり，そこから (6.1) に相当する不等式が
従う．よって逆向きの不等式を示せばよい．ここで，EDEの定義に現れる 3つの量のうち，

d

dt
Entm(νt) = −Im(νt) for a.e. t, (6.9)

|∇− Entm |(ν)2 ≤ Im(ν) (6.10)

が成り立つ (Imは Fisher情報量；Remark 4.6と同様に定義する)．(6.9)は，少なくとも形式
的には計算で確かめられる．(6.10)は，CD(K,∞)を用いて Otto解析の考え方をうまく実装
することで得られる ((6.8)を示すために上で展開した議論は，(6.10)と深い関連がある)．従っ
て，証明は次の不等式を示すことに帰着される：

|ν̇t|2 ≤ Im(νt) a.e. (6.11)

これを，Kantorovich双対性とHopf-Lax半群Qs(3.11) (p = 2の場合)を用いて，Theorem 4.1

の “≤”の証明と類似した議論で示す．Kantorovich双対性より，

W2(Ptf m, Pt+δf m)2

2δ2
=

1

δ
sup

φ∈Lipb(M)

[∫
M
Qδφ · Pt+δf dm−

∫
M
φ · Ptf dm

]
(6.12)

となる．この右辺の supの中身を，φに無関係な量で評価する．s 7→
∫
M
Qsφ · Pt+sf dmに微
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積分学の基本定理と Leibniz則を適用し，(3.14)を用いると，∫
M
Qδφ · Pt+δf dm−

∫
M
φ · Ptf dm =

∫ δ

0

(
d

ds

∫
M
Qsφ · Pt+sf dm

)
ds

=

∫ δ

0

(
−1

2

∫
M

|∇Qsφ|2Pt+sf dm+

∫
M
Qsφ · LPt+sf dm

)
ds

=

∫ δ

0

(
−1

2

∫
M

|∇Qsφ|2Pt+sf dm−
∫
M
⟨∇Qsφ,∇Pt+sf⟩dm

)
ds

≤ 1

2

∫ δ

0
Im(νt+s) ds.

ここで，最後の不等号は平方完成で得られる．これを (6.12)に代入すれば

W2(νt, νt+δ)
2

δ2
≤ 1

δ

∫ δ

0
Im(νt+s) ds (6.13)

となるので，δ ↓ 0として (6.11)を得る．
最後に，(νt)t≥0が (P2(M),W2)上の局所絶対連続曲線になる理由を簡単に述べておく．別

の議論で，仮定 f ∈ P2(M)∩D(Entm)から
∫ t

0
Im(νs) dsの上からの評価が従う ([8, (4.15)])．

その評価と (6.13)を組み合わせると，(νt)t≥0が局所絶対連続曲線と分かる． □

7 Riemann的曲率次元条件と熱分布

この章では，これまでの話の集大成として，測度距離空間の枠組で複数の広義の曲率次元条
件の間の同値性を議論する．これまでの議論を利用するためには，測度距離空間上に標準的な
熱分布を定義する必要がある．そのために，7.1節でCheeger型エネルギー汎関数を導入する．
Cheeger型エネルギーの性質にも非自明なこと，興味深いことがあるので，そこで性質も少し
紹介する 55．Cheeger型エネルギーの L2-空間での勾配流として熱半群を定めることができる
が，これは一般には線形作用素にならない．非線形の場合には (4.16)に相当する評価を導出で
きない場合があると知られているので，それを除外するための条件 (無限小Hilbert的)を 5章
で導入した CD条件/CDe条件に付加する．7.2節では，条件の付加とその帰結を論じる．そこ
(および 8.2節)で見るように，これは 6.2節の議論を実現する上で極めて自然な仮定と分かる．
続く 7.3節で，N = ∞の場合に，6.1, 6.2節で扱った議論を通じて，複数の広義の曲率次元条
件の同値性を示す．それらの結果は 7.4節でN <∞の場合に拡張される．
この章で導入するエネルギー汎関数は無限小Hilbert的の仮定の下で自然にDirichlet形式と

なり，また逆に，然るべき条件の下で，Dirichlet形式を出発点として同様の理論を展開するこ
ともできる．7.5節ではこれらのことについて述べる．

7.1 Cheeger型エネルギー汎関数

古典的には，熱分布は「Dirichletエネルギー汎関数の L2-空間での勾配流」として定義でき
る．これは，(強局所的)Dirichlet形式から半群を構成することに相当する．この構成を踏襲す
るため，測度距離空間 (X, d,m)上にエネルギー汎関数を導入しよう．

55性質については，少し詳細に立ち入りすぎなきらいもあるので，興味が湧かなければ読み飛ばしてもよい．
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もちろん，「(P2(X),W2)上の Entmの勾配流を考え，その解を以って熱分布と定める」と
いう方法を模索することもひとつの可能性ではある．しかしながら，6.2節の議論を踏襲する
際に必要となる，最も強い意味での相対エントロピーの勾配流 (EVI)の一般論には解の存在
定理が知られていない．むしろ，解が存在すること自体が広義の曲率次元条件のひとつになる
(Theorem 7.9)．このことは既にTheorem 6.6でも見た．EVIの解の存在証明のためにも，以
下で構成するエネルギー汎関数に付随する熱分布を利用することになる．これはTheorem 6.6

の証明の流れに沿った考え方でもある．

以下で述べるCheeger型エネルギー汎関数の定義と基本的な性質について，説明が不充分と
感じた部分は，[8]の 4章から 6章を参照のこと．

Definition 7.1 (Cheeger型エネルギー汎関数) 汎関数 Ch : L2(m) → [0,∞]を次で定める：

Ch(f) :=
1

2
inf

{
lim
j→∞

∫
X
|∇fj |2 dm

∣∣∣∣∣ fj ∈ Lip(X), fj → f in L2(m)

}
.

ここで，|∇fj |は fj の局所 Lipschitz定数 ((3.1)参照)．つまり，Chは局所 Lipschitz定数か
ら定まる Dirichletエネルギー汎関数の relaxationになっている．Sobolev空間の記法により，
D(Ch) := {f ∈ L2(m) | Ch(f) <∞} をW 1,2(X)とも書く．

Cheeger型エネルギー汎関数の性質として，f ∈ D(Ch)のとき，ある L2(m)の元 |∇f |∗で，

Ch(f) =
1

2

∫
X
|∇f |2∗ dm

をみたすものが存在する．この |∇f |∗ は，「『Chの定義に現れるある関数列 (fj)j であって，
|∇fj |がL2-弱極限を持つようなもの』に対して，その極限をm-a.e.の意味で上回る関数 (relaxed

gradientという)達のうち，L2-ノルム最小なもの」として特徴付けられる．これを fのminimal

relaxed gradientという．|∇f |∗は，Riemann多様体上で関数の (Sobolevの意味での)微分
の絶対値が持つ様々な性質と類似の性質を持つ．一例として，以下を挙げておく (あくまで雰
囲気を紹介するのが目的なので，一部の性質は簡略化してある)．

Proposition 7.2 (Minimal relaxed gradientの性質)

(i) 各 f, h ∈ D(Ch), c ∈ Rに対して，(|∇f |∗ − |∇h|∗)1{f−h=c} = 0 m-a.e.

特に，|∇f |∗1{f=c} = 0 m-a.e.

(ii) 各 f, h ∈ D(Ch), α, β ∈ Rに対して |∇(αf + βh)|∗ ≤ |α||∇f |∗ + |β||∇h|∗．

(iii) 各 ϕ ∈ Lip(R), ϕ(0) = 0および f ∈ D(Ch)に対し |∇ϕ(f)|∗ ≤ |ϕ′(f)||∇f |∗．更に，もし
ϕが単調非減少なら |∇ϕ(f)|∗ = ϕ′(f)|∇f |∗．

(iv) f ∈ D(Ch) ∩ Lip(X) であれば，|∇f |∗ ≤ |∇f |．

また，Cheeger型エネルギー汎関数の基本的な性質として，以下が成り立つ (証明略)．

Proposition 7.3 (Cheeger型エネルギーの性質)

(i) Chは L2(m)上で下半連続かつ凸．
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(ii) W 1,2(X)は f 7→ {∥f∥22 + 2Ch(f)}1/2を normとして Banach空間になる．

Chの上記の性質により，Hilbert空間であるL2(m)上のChの勾配流が構成できる (例えば，[7]
の 1.4節 (および，その参考文献)を参照)．初期条件 f に対して時刻 tでの関数を対応させる写
像をPtと書き，熱半群と呼ぶ．またPtの生成作用素 (Lと書く)も，然るべき意味で定義できる．
この定義では，一般にはPtもLも線形ではないことを注意しておく．一方，そうであっても，Pt

は各 p ∈ [1,∞]に対してLp-空間上の (広義収縮)写像へと一意拡張される．また，Gauss–Green

の公式に相当する部分積分公式も弱い形 (不等式)で成り立つ [8, Proposition 4.15]．

ここで，微分概念に関する注意を一点加えておく．一般に，滑らかではない空間の場合 (あ
るいは，関数が滑らかでない場合)には，微分 56に相当する概念が目的に応じて複数存在する．
そのため，それらの概念が一致するかどうかがしばしば問題になる．上で導入した minimal

relaxed gradientはCheeger型エネルギー汎関数との関係で考えられたものであり，(L2-)積分
量を考えている時には局所 Lipschitz定数でうまく近似できる．一方，曲線に沿った (外)微分
に相当する upper gradient (定義は 3.1節参照)の概念が測度距離空間上の解析ではしばしば用
いられる．最適輸送理論に関連した解析では，しばしば輸送経路に沿った微分を考える．その
際には，upper gradientの概念の方が relaxed gradientよりも使い勝手が良い．実は，考える
曲線の族を最適輸送理論に適合する形で制限して (minimalな)upper gradientを考えると，そ
の概念がminimal relaxed gradientと一致することが知られている．

Definition 7.4 (minimal weak upper gradient)

(i) 以下をみたす Ξ ∈ P(C([0, 1];X))を試験輸送計画 (test plan)という：

Ξ
(
AC2(0, 1;X)

)
= 1, (7.1)

(et)♯Ξ ≪ mかつ，各有界集合B ⊂ X に対して， sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥d(et)♯Ξdm

∥∥∥∥
L∞(B,m)

<∞. (7.2)

(ii) 可測関数 f : X → Rと h : X → [0,∞]に対して，hが f のweak upper gradientであると
は，各試験輸送計画Ξ に対して，Ξ-a.e. γで (3.2) をみたすことをいう．また，f のweak

upper gradientのうち，m-a.e.の意味で極小となるものが存在する．これをminimal

weak upper gradientといい，|∇f |wと書く．

Minimal weak upper gradientに関しては，[8]の 5章を参照のこと 57．

Theorem 7.5 (微分概念の一致 [8, Theorem 6.2]) (V)が成り立つとする．このとき，各
f ∈ D(Ch)に対して，|∇f |∗ = |∇f |w m-a.e.

Proof. 考え方の概略を述べる．
まず，|∇f |∗ ≥ |∇f |w について．f ∈ Lip(X) に対しては，|∇f |(局所 Lipschitz 定数) が

weak upper gradientになる．従ってこの時は |∇f |w ≤ |∇f |．一般の場合は，Lipschitz関数
列 (fn)n∈Nであって，fnが f を，|∇fn|が |∇f |∗をそれぞれ L2-近似するものを用いて結論を
導く．もう少しだけ詳しく言うと，まず「2つの関数の a.e.での不等式を出すために，各試験集
合上での積分の比較をする」のと類似の発想に基づき，目標となる「Ξ-a.e. γでの評価式 (3.2)

56この文脈では，より正確には，微分の modulus．
57ここでは，[8]の 5章の一般的な定義よりは，多少話を限定している．
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で，h = |∇f |∗としたもの」を，(7.2)を用いて γ単位での見方からmによる積分の評価式に
置き換える．その結果，問題をL2-積分の誤差評価に持ち込むことができ，L2-近似が有効に機
能する状況を作り出せる．
逆向きの証明には，6.3節で見た熱分布の同定が有効に機能する．この状況では，f2をmに

関する確率密度関数として一般性を失わない．νt := Pt(f
2)mとおく．まず，(V)を用いて，

(et)♯Ξ = νtなる試験輸送計画 Ξ ∈ P(C([0, 1];X))が存在する状況に話が帰着できる．この状
況で，Otto解析で言うところの

− d

dt
Entm(νt)|t=0 ≤ |∇Entm |(ν0)|ν̇0| (7.3)

に相当する評価を考える (これが成り立つことは認める)．ここに登場する各項は，Theorem 6.9

でも考察したように，Fisher情報量で記述できると考えられるが，「|∇f |∗と |∇f |w の，どち
らの微分を用いたものであるか」が重要になる．この点を注意しながら，もう一段考察を加え
る．ここで，Ptがminimal relaxed gradientに対応するDirichletエネルギーから定まる熱分
布であることを踏まえると，

− d

dt
Entm(νt) = |ν̇t|2 =

∫
X

|∇(f2)|2∗
f2

dm = 4Ch(f) (7.4)

が得られると考えられる (第 3式は，minimal relaxed gradientによる ν0の Fisher情報量であ
る)．実際，Entm(νt)の微分は (形式的には)部分積分公式で計算でき，そこで Ptとminimal

relaxed gradientによるFisher情報量との関係が現れてくる．また，Theorem 6.9の証明 ((6.9)

と (6.11)の周辺)で与えた |ν̇t|の計算も部分積分公式に基づくものであったから，そこから自
然に minimal relaxed gradientが登場する．一方で，|∇Entm |をW2 に関する Entm の局所
Lipschitz定数だと思うと，この量には weak upper gradientを用いた評価が可能であろうと
類推できる (最適輸送に沿った，汎関数の微分 !；Theorem 6.6の「(1) ⇒ (2)」の証明の後半
が，雰囲気を伝えてくれる)．この類推は実現でき，実際に (7.3)の |∇Entm |をminimal weak

upper gradientによる f2mの Fisher情報量に置き換えた式が成り立つ．その結果を (7.4)と
組み合わせると，

Ch(f) ≤
∫
X
|∇f |2w dm

を得る．この式と前半で示した不等式 |∇f |∗ ≥ |∇f |w を組み合わせると，|∇f |∗ = |∇f |w が
m-a.e.で成り立つことが分かる． □

7.2 Riemann的曲率次元条件

測度距離空間上へのTheorem 6.6の一般化を考える．その際，どのような枠組みで考えるの
が適切であるか，まず考察を加える．ある設定でこの定理が正しいとすると，その設定で曲率
次元条件 (EntmのK 凸性)が成り立てば，Ptが定める熱流は EVIの解を与えることになる．
その結果，Theorem 6.4の帰結として，Ptが定める熱流に対してW2-収縮性 (4.16)が成り立
つ．一方で，(4.16)は，Finsler多様体上では成り立たないことがある [154] (一般に，Riemann

多様体ではない Finsler多様体では成り立たないと考えられている)．従って，Theorem 6.6の
そのままの形での一般化は，Finsler多様体上では成立し得ない．Finsler多様体のような空間
を分離した測度距離空間 (X, d,m)の族として，以下の概念が [10]で導入された．
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Definition 7.6 (無限小Hilbert的) Chが 2次形式である (つまり，中線定理をみたす)とき，
(X, d,m)は無限小Hilbert的 (infinitesimally Hilbertian)であるという．これは，W 1,2(X)

が Proposition 7.3 (ii)の normでHilbert空間になることと同値．

Definition 7.7 (Riemann的曲率次元条件, N = ∞)「無限小Hilbert的かつCD(K,∞)」を
まとめて「Riemann的曲率次元条件 (Riemannian curvature-dimension condition)

RCD(K,∞)をみたす」という．

Remark 7.8 (「無限小Hilbert的」関連) ここで紹介する結果は [10]を参照のこと．

(i) (X, d,m)が無限小Hilbert的であれば，(f, f)を |∇f |2∗にうつすような双線形写像D(Ch)×
D(Ch) → L1(m) が存在する 58．(f, g)のこの写像による像を ⟨∇f,∇g⟩∗と書くことにす
る．つまり，無限小 Hilbert的の名前の通りに，Chの密度まで含めて 2次形式になって
しまう．さらに，⟨∇f,∇g⟩∗は通常の合成関数の微分則および Leibniz則をみたすことも
分かる．

(ii) (X, d,m)が無限小Hilbert的であることと，Ptが線形写像 (特に有界線形かつ対称)であ
ることは同値．特に，無限小Hilbert的であれば，Ptは Chを閉双線形形式と見たときに
対応する半群と一致する．

「無限小Hilbert的」は，接空間および接空間を内積空間とする計量が (a.e.で)存在しているこ
との，接空間やその上の計量を用いない定式化と言える．この条件は Finsler多様体を分離す
るために人工的に導入された条件のようにも見えるかもしれない．しかし実は，Theorem 6.6

を測度距離空間で考える際に自然にこの条件が現れる．つまり，EVIの解が存在するならば，
空間は無限小Hilbert的でなければならない．即ち次が成り立つ．

Theorem 7.9 (RCD(K,∞) ⇔ K-EVI on (X, d,m)) K ∈ Rに対して，次は同値 [6, 10]．

(A) (X, d,m)は RCD(K,∞)空間．

(B) (X, d,m)は (V)をみたし，各 ν0 ∈ D(Entm) ∩ P2(X)に対して ν0 を初期条件とする
K-EVIの意味での Entmの勾配流が存在する．

また，(A)(B)いずれかが成り立てば，K-EVIの解は初期値に対して凸結合の意味で線形にな
る．つまり，(ν(0)t )t≥0, (ν

(1)
t )t≥0がEVIの解ならば，各 λ ∈ [0, 1]で ((1−λ)ν

(0)
t +λν

(1)
t )t≥0も

EVIの解になる．また，f ∈ L1(m)が確率密度で f m ∈ P2(X)のとき，(Ptf m)t≥0はK-EVI

の解になる．

Proof. まず，ここまで準備してきたことがどう活きるのかを伝える，という点に焦点を絞っ
て，概略を述べる．(B) ⇒ (A)の，無限小 Hilbert的を導く点のみ論じればよい (他の部分の
証明 (の概略)はTheorem 6.6に同じ 59)．CD(K,∞)が成り立つので，Theorem 6.9(の，測度
距離空間への一般化)より，Pt が定める熱流は EDEの意味での勾配流と一致する．よって，
Remark 6.5 (i)(iii)より，EVIの解 (条件 (B)から存在が保証されている)は，Ptが定める熱流

58Dirichlet形式における平方場作用素 (carré du champ)に相当する．
59ただし，議論を厳密化する為には，かなりの (非自明な)近似が必要．まずm ∈ P2(X)の場合に解決され [10]，

後に mが σ-有限の場合に拡張された [6]．

52



に一致する．このことを注意 Remark 7.8 (ii)と組み合わせると，EVIの解が初期値に対して
線形になること (定理の後半部分！)を示せばよい．
以下，EVIの解の線形性を示す．(ν

(0)
t )t≥0, (ν

(1)
t )t≥0をEVIの解とし，λ0, λ1 ∈ (0, 1), λ0+λ1 =

1とする．νt :=
∑

i=0,1 λiν
(i)
t が EVIの解になることを示せばよい．まず Theorem 3.10 (viii)

より，ν, ν ′, µ, µ′ ∈ P2(X)に対して

W2

(
λ0ν + λ1ν

′, λ0µ+ λ1µ
′)2 ≤ λ0W2(ν, µ)

2 + λ1W2(ν
′, µ′)2 (7.5)

が分かる．仮定から，(ν(i)t )t>0 (i = 0, 1)は (P2(X),W2)上の局所絶対連続曲線であった．よっ
て，(7.5)を (ν, ν ′, µ, µ′) = (ν

(0)
t+s, ν

(1)
t+s, ν

(0)
t , ν

(1)
t ) に対して適用することで，(νt)t>0も局所絶対

連続曲線と分かる．
次に，再び (7.5)を用いて，W2(νt, µ)の t-微分を評価する．その準備として，π ∈ Π(νt, µ)

をW2に関する最適カップリングとし，πによる ν
(i)
t の押し出し π♯ν

(i)
t を

60次のように定める
(i = 0, 1)：まず，π(i) ∈ P(X ×X)を

π(i)(dxdy) :=
dν

(i)
t

dνt
(x)π(dxdy)

で定める．このとき，各 A ∈ B(X) に対して，π♯ν
(i)
t (A) := π(i)(X × A) で π♯ν

(i)
t を定め

る．これを µ(i) と書く (i = 0, 1)．作り方から
∑

i=0,1 λiπ
(i) = π，

∑
i=0,1 λiµ

(i) = µ および

π(i) ∈ Π(ν
(i)
t , µ(i)) (i = 0, 1)が分かる．

W2(νt, µ)の t-微分を上から評価するため，(7.5)を (ν, ν ′, µ, µ′) = (ν
(0)
t+s, ν

(1)
t+s, µ

(0), µ(1)) で
用いたい．そのために，まず s = 0の場合を考える．π(i) ≪ πなので，Corollary 3.5より π(i)

はW2に関する最適カップリング (i = 0, 1)．よって特に，

W2(νt, µ)
2 =

∑
i∈{0,1}

λi

∫
X×X

d(x, y)2π(i)(dxdy) =
∑

i∈{0,1}

λiW2(ν
(i)
t , µ(i))2

を得る．即ち，上記の設定で (7.5)を考えると s = 0で等号が成立する．従って，

eKt

(
1

2

d

dt
W2(νt, µ)

2 +
K

2
W2(νt, µ)

2

)
=

1

2

d

dt

(
eKtW2(νt, µ)

2
)

≤ 1

2

d

dt

∑
i∈{0,1}

λie
KtW2(ν

(i)
t , µ(i))2 ≤ eKt

∑
i∈{0,1}

λi

(
Entm(µ

(i))− Entm(ν
(i)
t )
)

を得る．ここで，最後の不等式で (ν
(i)
t )t≥0 (i = 0, 1)が EVIの解であることを用いた．

ここまでの議論から，証明は以下の不等式を示すことに帰着される：∑
i=0,1

λi

(
Entm(µ

(i))− Entm(ν
(i)
t )
)
≤ Entm(µ)− Entm(νt). (7.6)

ここで，相対エントロピーの参照測度の変換公式 (4.7)を用いて，

Entm(µ
(i)) = Entµ(µ

(i)) +

∫
X
log

dµ

dm
dµ(i)

60「πが T♯νt = µをみたす写像 T によって与えられている場合 (Monge問題の解)，π♯ν
(i)
t = T♯ν

(i)
t になる」と

いう意味で，写像による押し出しの一般化になっている．
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が成り立つ (i = 0, 1)．同様の式は ν
(i)
t と νtの間でも成り立つ (i = 0, 1)．これらを用いて，∑

i=0,1

λi

(
Entm(µ

(i))− Entm(ν
(i)
t )
)
− Entm(µ) + Entm(νt)

=
∑
i=0,1

λi

(
Entµ(µ

(i))− Entνt(ν
(i)
t )
)

(7.7)

を得る．Entµ(µ
(i))を評価するのに，測度の押し出しに関する相対エントロピーの収縮性 [7,

Lemma 9.4.5]を (今の設定で)示す．Lemma 3.11を用いて，π(dxdy) = πy(dx)µ(dy), πy ∈
P(X) (y ∈ X)と分解する．このとき，まず，

dµ(i)

dµ
(y) =

∫
X

dν
(i)
t

dνt
dπy µ-a.e. y

となる．実際，各A ∈ B(X)で

µ(i)(A) = π(i)(X ×A) =

∫
X×A

dν
(i)
t

dνt
(x)π(dxdy) =

∫
A

(∫
X

dν
(i)
t

dνt
(x)πy(dx)

)
µ(dy)

が成り立つことから分かる．これを用いると，Jensenの不等式から，

Entµ(µ
(i)) =

∫
X

dµ(i)

dµ
log

(
dµ(i)

dµ

)
dµ =

∫
X

(∫
X

dν
(i)
t

dνt
dπy

)
log

(∫
X

dν
(i)
t

dνt
dπy

)
µ(dy)

≤
∫
X

(∫
X

dν
(i)
t

dνt
log

(
dν

(i)
t

dνt

)
dπy

)
µ(dy) = Entνt(ν

(i)
t )

を得る (i = 0, 1)．この不等式を (7.7)に適用すれば，(7.6)が従う． □

Theorem 6.6の (2) ⇒ (1)の証明の議論では，まず (µs)s∈[0,1] ∈ Geo(P2(X))を取り，その
W2-測地線上でK凸性の式 (5.1)が成り立つことを示している．この議論は任意のW2-測地線
で機能するので，今の設定においては強 CD条件を導く．このことから次が分かる．

Corollary 7.10 (RCD ⇒ 強凸) RCD(K,∞)空間は強 CD(K,∞)条件をみたす．

この文脈では，RCD(K,∞)空間は，熱分布の解析のために導入された空間族として話を進め
てきた．一方この節の冒頭で述べたように，空間族は幾何学的な問題意識からの要請に適った
ものでもあった．実際，RCD(K,∞)空間は，以前に考えられてきた曲率次元条件よりも様々
な意味で「行儀の良い (奇妙な振る舞いをしない)」空間 (族)になっている 61．このことの実例
は 8.2節で述べることとし，先ずはBakry-Émeryの曲率次元条件との関係に話を移していく．

7.3 曲率次元条件の同値性 (N = ∞)

この節では RCD(K,∞)空間上でBakry-Émeryの曲率次元条件 (N = ∞)が成り立つことを
紹介する (逆向きの導出は，この説の最後に少し述べる)．ここで紹介する内容の詳細は，[6, 10]
を参照のこと．まず，RCD(K,∞)空間上では，Entmの勾配流と Chの勾配流との同定は，以
下の形まで深められる．

61行儀が悪い方の話は，Remark 5.15を Corollary 7.10, Theorem 5.11と見比べるとよい．
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Proposition 7.11 (RCD空間上の熱流の性質) 　 RCD(K,∞)空間上では，Ptは対称な積分
核 (熱核密度)ptを持つ．更に (µxt )t≥0を µ0 = δxをみたす EVIの解とすると，各 f ∈ L2(m)

に対して

Ptf(x) =

∫
X
f dµxt m-a.e. x.

更に，f ∈ L∞(m)に対して上式の右辺は有界かつ (t, x) ∈ (0,∞)×X の関数として連続．

Proof. 例によって概略のみ述べる．まず f ∈ C0(X)を確率密度とする．f mをDirac測度の
有限線形結合で (W2の意味で)近似し，EVIの線形性を用いると，Theorem 7.9とRemark 7.8

(ii)より，

Ptf(x)m(dx) =

(∫
X
f dµxt

)
m(dx)

が得られる (左辺を，初期値 f mの EVIの解とみる)．従って両辺の密度が一致し，Ptf の表
示を得る (一般の f に対しては近似)．EVIの定義より t > 0ならば µxt ∈ D(Entm)．従って µxt
はmに関する密度を持ち，これが熱核密度 ptになる．ptの対称性は Ptの対称性から分かる．
なお，連続性の証明は省略する ([10, Theorem 6.1]参照；この命題の，ここまでで示した結果
を用いる)． □

応用として，以上から，ν0 = νをみたす EVIの解を (νt)t≥0とおくと，∫
X
f dνt =

∫
X
Ptf dν0

が成り立つ．このことから，νtを以下では P ∗
t νと書くことにする．ν = f mであれば，P ∗

t ν =

Ptf mになる．また，以下断りなく，記号 Ptf をProposition 7.11の式の右辺の意味で用いる．

Theorem 7.12 (RCD ⇒ Bakry-Émery, N = ∞) (X, d,m)をRCD(K,∞)空間とする．こ
のとき以下が成立．

(C) (W2-収縮性) 各 ν, ν ′ ∈ P2(X), t > 0で，

W2(P
∗
t ν, P

∗
t ν

′) ≤ e−KtW2(ν, ν
′).

(D) (Bakry-Émeryの微分評価) 各 f ∈W 1,2(X), t > 0で

|∇Ptf |2∗ ≤ e−2KtPt(|∇f |2∗).

(E) (Bakry-Émeryの (弱)曲率次元条件 (N = ∞)) f ∈ D(L)かつ Lf ∈ W 1,2(X)をみ
たす f と h ∈ D(L) ∩ L∞(m), h ≥ 0かつ Lh ∈ L∞(m)をみたす hに対して，次が成立
する．

1

2

∫
X
|∇f |2∗Lhdm−

∫
X
⟨∇f,∇Lf⟩∗h dm ≥ K

∫
X
|∇f |2∗h dm.

条件 (E)で弱形式 (積分形)で Bakry-Émeryの曲率次元条件を定式化しているのは，|∇f |2∗ ∈
D(L)62がいつ成り立つか不明であったため．この点は 9.1節で掘り下げることになる．なお，
この弱形式の定式化は最初に [74]で与えられ，[10, 11]で洗練された．

62正確には，D(L)は L1 の意味での定義域．
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Proof of Theorem 7.12. (C)はTheorem 7.9とTheorem 6.4から直ちに従う．以下，(C)

⇒ (D) ⇒ (E)の順に示す．
「(C) ⇒ (D)」の証明の概略を述べる．ここでは，f ∈ Lip(X)として，minimal relaxed

gradientの代わりに局所Lipschitz定数に対する結果として示す．Minimal relaxed gradientの
場合は，そこからうまく (最適輸送に沿った) 積分の形に持ち込んで近似する．以下の証明は
[118]によるが，最適輸送を用いた (もう少し洗練された)証明が [10, Theorem 6.2]で述べられ
ている 63．t > 0を固定し，x, y ∈ X とする．また，π ∈ Π(P ∗

t δx, P
∗
t δy)をW2に関する最適

カップリングとする．このとき，

|Ptf(y)− Ptf(x)| =
∣∣∣∣∫

X
f dP ∗

t δy −
∫
X
f dP ∗

t δx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X×X

(f(z)− f(w))π(dzdw)

∣∣∣∣
を得る．|f(z)− f(w)| ≤ |∇f |(z)d(z, w) + (誤差項) と考えられるので，誤差項を無視すると，
Schwarz不等式と (C)から，

|Ptf(y)− Ptf(x)| ≤

√∫
X×X

|∇f |(z)2 π(dzdw)
∫
X×X

d(z, w)2 π(dzdw)

≤
√
Pt(|∇f |2)(x)W2(P

∗
t δx, P

∗
t δy) ≤ e−Kt

√
Pt(|∇f |2)(x)d(x, y).

ここまで来れば，あとは容易．
「(D) ⇒ (E)」は，Theorem 2.3の議論をN = ∞の場合に (積分形で)適用すればよい．□

Theorem 7.12より，当初の目標であった Sturm, Lott-Villaniの曲率次元条件 CD(K,∞)か
ら (自然な「無限小Hilbert的」の仮定のもとで) Bakry-Émeryの曲率次元条件を導出できた．
ここで，Theorem 7.12の応用も含め，Ptが関数をどの程度「よい」関数にうつすのか，という
ことに関連する次の注を述べておく．理論を厳密に展開する上でかなり重要な内容を含むが，
技巧的でやや重い話題と考え注とした．本来は定理として述べるべきものである．

Remark 7.13 (Ptによる関数の regularization)

(i) (E)において，試験関数f , hにはかなり強い制約を課している．このような条件をみたす関
数はちゃんと沢山あることを確認しておこう．まず f について，f := Ptf0, f0 ∈ L2(m),

t > 0 であれば，Lf = Pt/2LPt/2f0 ∈ D(E)であるから，(E)の条件をみたす．hに
ついては半群の軟化 (mollification) (例えば [160, Theorem 2.7 の証明] 参照) を用い

る．θ ∈ C∞
c ((0,∞)), θ ≥ 0 で

∫
R
θ(x) dx = 1 となるものと h ∈ L2(m) に対して，

Pεh := ε−1

∫ ∞

0
θ(ε−1r)Prf dr と定める．このとき，

LPεh = − 1

ε2

∫ ∞

0
θ′
(r
ε

)
Prf dr

となるので，h0 ∈ L2 ∩ L∞(m), ε > 0に対して h := Pεh0であれば，hは所与の条件を
みたす．なお，半群の軟化の技法は，この種の解析を進める際に様々な場面で有効な近
似として用いることができる．ε→ 0でPεh→ h in L2(m)となることは容易．

63ただし，後で扱う N < ∞の場合の証明は，ここで紹介する考え方 (の拡張)によるものしか知られていない
と思われる．
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(ii) RCD(K,∞)空間上，(D)の不等式で，左辺のminimal relaxed gradientを局所 Lipschitz

定数に置き換えた式が成り立つ [10, Theorem 6.2]．これは，おおまかにはTheorem 7.5

による．(試験輸送計画に沿った)線積分を，左辺の量をminimal weak upper gradientと
みなして評価する．すると，その評価が一様になる (ように関数を近似できる)ことから，
試験輸送計画の極限移行によって Lipschitz評価が従う．

よって，f ∈W 1,2(X)のとき Ptf は Lipschitz連続になると分かる．特にこのことから

「f ∈W 1,2(X)かつ |∇f |∗ ≤ 1であれば，f ∈ Lip(X)かつ各 x ∈ X で |∇f |(x) ≤ 1」

が示せる [10, Theorem 6.2]64．これを条件 (L)と呼ぶことにする．

(iii) RCD(K,∞)空間上，(D)を用いて Ptに関する Poincaré不等式

Pt(f
2)− (Ptf)

2 ≤ 1− e−2Kt

K
Pt(|∇f |2∗)

および，逆向き Poincaré不等式

e2Kt − 1

K
|∇Ptf |2∗ ≤ Pt(f

2)− (Ptf)
2

が得られる ([11, 18, 20, 125]等参照；形式的には，Theorem 2.3 (1) ⇒ (2)の証明と類
似の議論をΦ(s)の代わりに Ps((Pt−sf)

2)に対して行えばよい；(2.4)に相当する性質を
用いる)．K > 0のとき，この Ptに関する Poincaré不等式において t→ ∞とすること
で，通常の Poincaré不等式 (ただし定数は 1/K)が得られる．

(iv) 上の (ii)と同様の考え方を (iii)に適用すると，次の評価が得られる [10, Theorem 6.5]：
各 x ∈ X で

|∇Ptf |(x) ≤
√

K

e2Kt − 1
∥f∥∞, (7.8)

ここから，f ∈ L∞(m)であれば t > 0で Ptf ∈ Lipb(X)が従う．

Theorem 7.12で導入された (C)(D)(E)は，単にRCD(K,∞)条件から従う，というだけでな
く，次に述べる意味で RCD(K,∞)と同値になっている．これを紹介してこの節を終わろう．

Theorem 7.14 (Bakry-Émery ⇒ RCD, N = ∞) (X, d,m)は (V)，(L) をみたし，かつ無
限小Hilbert的と仮定する．このとき，Theorem 7.12の (C)(D)(E)いずれかの条件が成り立て
ば，(X, d,m)は RCD(K,∞)条件をみたす 65．

証明は省略する (易しいからではなく，複雑な上に私には要約し難いからである；4.3節の議論
とは異なり，(D)から (A)に至る)．[11]参照．Theorem 7.9, 7.12, 7.14を合わせると，それぞ
れの定理で登場した (A)-(E)の条件は (然るべき仮定の下で)全て同値と分かる 66．

64正確には，「f の同値類から Lip(X)に属するものが取れる」と言うべき．
65(C)から話を始める場合には，正確には，νi ≪ m, νi = σim, σi ∈ L1 ∩ L2(m)の場合に限定して，P ∗

t νi の代
わりに Ptσi mとした式をまず考える (i = 0, 1)．そこから Proposition 7.11に相当する主張を導くことができる．

66(E)から出発する時は Theorem 2.3の議論を通じて (D)をまず示す．
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7.4 曲率次元条件の同値性 (N < ∞)

前節の結果をN <∞の場合へと拡張しよう．この場合には最適輸送に基づく曲率次元条件
が複数あることが問題を複雑にしていたが，今まで見てきたことを利用すると次が分かる．

Theorem 7.15 (CDe(K,N) ⇔ CD∗(K,N)) 次は同値．

(A)′ (X, d,m)は無限小Hilbert的，かつ CDe(K,N)をみたす．

(A)′′ (X, d,m)は無限小Hilbert的，かつ CD∗(K,N)をみたす．

Proof. (A)′(A)′′のいずれもRCD(K,∞)を導く (Remark 5.1 (i)参照)．よってCorollary 7.10

より強 CD(K,∞)が成立．従って Theorem 5.11, 5.12 (i)から結論を得る． □

Definition 7.16 (Riemann的曲率次元条件，N <∞) Theorem 7.15の (A)′が成り立つと
き，(X, d,m)はRiemann的曲率次元条件 (Riemannian curvature-dimension condi-

tion) RCD∗(K,N)をみたす，という 67．

さて，以上で RCD∗(K,N)空間を導入した．この空間では，前節と類似の議論を経由して
N <∞の場合の Bakry-Émeryの曲率次元条件が証明できる．以下，その粗筋を紹介しよう．

Definition 7.17 ((K,N)-EVI) ν0 ∈ D(Entm)とする．P2(X)上の曲線 (νt)t≥0が ν0を初期
条件とする (K,N)-EVIの意味での Entmの勾配流であるとは，(νt)t>0が絶対連続曲線であっ
て，limt→0W2(νt, ν0) = 0，かつ，各 ν ∈ P2(X)に対して以下が成り立つこととする：

d

dt
s2K/N

(
W2(νt, η)

2

)
+Ks2K/N

(
W2(νt, η)

2

)
≤ N

2

(
1− UN (η)

UN (νt)

)
.

Definition 7.18 (熱流による曲率次元条件達 (N <∞) [55]) 条件 (B)′–(E)′を次で定める：

(B)′ (X, d,m)は (V)をみたし，各 ν0 ∈ D(Entm)に対して，ν0を初期条件とする (K,N)-EVI

の解が存在する．

(C)′ (時空間W2-収縮性) 各 ν, ν ′ ∈ P2(X), t, s ≥ 0に対して次が成り立つ：

s2K/N

(
W2(P

∗
t ν, P

∗
s ν

′)

2

)
≤ e−K(s+t)s2K/N

(
W2(ν, ν

′)

2

)
+
N

2
· 1− e−K(s+t)

K(s+ t)

(√
t−

√
s
)2
.

(D)′ (Bakry-Ledouxの微分評価) ある関数 C : (0,∞) → (0,∞)，C(t) = 1 +O(t) (t → 0)

で，各 f ∈W 1,2(X), t > 0に対して次をみたすものがある：

|∇Ptf |2∗ +
2tC(t)

N
|LPtf |2 ≤ e−2KtPt(|∇f |2∗) m-a.e.

(E)′ (Bakry-Émeryの (弱)曲率次元条件) f ∈ D(L)，Lf ∈W 1,2(X)なる f と h ∈ D(L)∩
L∞(m)，h ≥ 0かつ Lh ∈ L∞(m)なる hに対して次が成り立つ：

1

2

∫
X
|∇f |2∗Lh dm−

∫
X
⟨∇f,∇Lf⟩∗hdm ≥ K

∫
X
|∇f |2∗hdm+

1

N

∫
X
(Lf)2hdm.

67K = 0のときは CD条件と CD∗ 条件は一致する (Theorem 5.8 (ii))ので，そのときは RCD(0, N)と書くこ
ともある．
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(C)′, (D)′, (E)′は，それぞれ (4.15), Theorem 2.3 (2), (2.2)の再定式化に他ならない．

Theorem 7.19 (RCD∗ ⇔ Bakry-Émery [13, 55])

(i) (A)′と (B)′は同値．

(ii) (B)′が成り立つとする．このとき (C)′(D)′(E)′が成立する．

(iii) (X, d,m)は (V)，(L)をみたし，かつ無限小Hilbert的とする．このとき，(C)′(D)′(E)′の
いずれかが成り立てば，(A)′が成立する 68．

Proof. 基本的な考え方はN = ∞の場合に帰するので，要点のみ述べる (N = ∞で省略し
た話は，こちらでも省略する)．
(i)は Theorem 6.6, Theorem 7.9と同様 (計算はもっと複雑になる)．(ii)で (C)′ を (B)′ か

ら導く際には，2つの勾配流の時間スケールを変えてN = ∞の場合と同様の議論を行う．た
だ，Otto解析の場合に比べると，単純な変換で済む．「(C)′ ⇒ (D)′」については少し丁寧にコ
メントしておこう ([122]も参照)．(C)′では時間のズレを含んでおり，その結果として，「(C)

⇒ (D)」で行った評価の代わりに |Ptf(x) − Psf(y)|の評価が可能になる．そこで，この量に
ついて，y → x, s→ tの極限を取る．その際に，α ∈ Rについて s− t = αd(x, y)という関係
をみたしながら極限移行する．そのあとで，得られた式を αについて最適化することで (D)′

が得られる．その結果として，時間の差の部分から Ptの時間微分即ち LPtf が現れる (この項
が，Bakry-Ledouxの微分評価でN < ∞の場合特有の量になっている)．(D)′ ⇒ (E)′は (D)

⇒ (E)とほぼ同じ．(iii)では，やはり (D)′から (A)′を導く． □

Remark 7.20 (Definition 7.18の諸条件に対する補足)

(i) (K,N)-EVIの式は，Proposition 6.3の証明の議論と同様にして (4.12)からOtto解析で
形式的に導くことができる．また，(K,N)-EVIおよび時空間収縮性は，6.1節で扱った
ように，距離空間 (あるいはRiemann多様体)の枠組で一般の (汎)関数の勾配流に関す
る理論として書ける ([55]の 2章参照)．滑らかな空間の場合でも，(K,N)凸性に基づく
勾配流の解析はおそらく未知であったと思われる．

(ii) (D)′ で C(t)という関数を導入している理由は，「この式を他の条件から導出する場合，
出発点となる条件や議論のやり方によって違う定数が現われる」ことによる．一方，こ
の形から他の条件に移行できるため，情報を損なってはいない．更には，(C)′にも，sκ

を使わない別の形の定式化が知られている ([55, 122]参照)．その式も (C)′ と同値にな
る．ただ，不等式としては (4.15)の方が精密と思われる．

7.5 Dirichlet形式論との関連

Dirichletエネルギー汎関数から熱半群を定める，という考え方は，確率論の立場から見ると
Dirichlet形式論と深い関連がある．実際，RCD(K,∞)空間で考察していたCheeger型エネル
ギー汎関数は，この設定では準正則強局所的Dirichlet形式になり，Markov過程の一般論を介
して，対応する標準的な拡散過程 (通常の慣例に習って，Brown運動と呼ぶ)がX 上に定まる

68Theorem 7.14の場合と同様に，この主張はやや不正確．脚注 65参照．
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[6, 10]．なお，Xが局所コンパクトであれば準正則は正則まで強められる 69．また，Dirichlet

形式が定める内在的距離は元々の距離 dと一致する [10, Theorem 6.10]．このことは，(L)が
成り立つことからも，ある程度類推できるだろう．

逆に，出発点として位相空間にDirichlet形式が与えられた状況の下で，対応する内在的距離
が定める測度距離空間上で，前述の曲率次元条件あるいはCheeger型エネルギー汎関数との関
係を調べた結果もある [11, 117, 116]．ここでは，[11]の設定を紹介しよう．以下，Dirichlet形
式の基本的な用語は説明なく用いる ([35, 64, 137]等参照)．Xをポーランド位相空間とし，mを
X 上の Borel集合族 (の完備化)上で定義された σ-有限測度で suppm = X とする．(E ,D(E))
を carré du champ Γを許容する L2(m)上の強局所的対称 Dirichlet形式とする 70．慣例に従
い，Γ(f, f)を Γ(f)と略記する．内在的距離 (intrinsic distance) dE : X ×X → [0,∞]を次
で定める：

dE(x, y) := inf {ψ(y)− ψ(x) | ψ ∈ D(E) ∩ C(X), Γ(ψ) ≤ 1} .

S ∈ C1(R)を，S|[−1,1] ≡ 1, S|[−3,3]c ≡ 0, |S′| ≤ 1 なる関数とし，各 k ∈ Nに対して，
Sk := kS(r/k)とおく (ある種の cut-off関数)．この関数を用いて，次の概念が定義される：

Definition 7.21 (Energy measure space) (X,m, E)が energy measure spaceである，
とは，次の (1)(2)をみたすこととする．

(1) ある θ ∈ C(X)で，「各 k ∈ Nで Sk ◦ θ ∈ D(E) かつ Γ(Sk ◦ θ) ≤ 1 m-a.e.」をみたすも
のが存在する．

(2) dE はX上の距離になり，(X, dE)は元の位相と同じ位相を定める完備距離空間になる (特
に，dE は length distanceになる)．

Definition 7.22 (Riemannian energy measure space) (X,m, E)がRiemannian en-

ergy measure spaceである，とは，次の (1)(2)(3)をみたすこととする．

(1) (X,m, E)は energy measure space

(2) ある E1 =
√

E + ∥ · ∥2
L2(m)

で稠密なC ⊂ D(E)で，各 f ∈ C に対し，fn ∈ D(E)∩Cb(X)

と有界かつ上半連続な gn : X → R　 (n ∈ N)であって，「fn → f ∈ L2(m), Γ(fn) ≤ gn

かつ lim
n→∞

∫
X
g2n dm ≤ E(f)」をみたすものが存在する ([11]では，この条件を「Eが upper

regular」と呼んでいる)．

(3) f ∈ D(E), Γ(f) ≤ 1ならば f ∈ C(X)．

Riemannian energy measure spaceの性質は，内在的距離が定める距離構造に関して次のよう
に言い換えることもできる．[11]でのまとめ方とは若干異なるが，Dirichlet形式論から見て分
かりよいと思われる形にした．

69今の設定では Lipschitz関数がW 1,2(X)で稠密 [10, Proposition 4.10]．従って，例えば RCD∗(K,N), N < ∞
なら OK (Theorem 7.15, 5.8, 5.9による)．

70[11]では，必ずしも carré du champが D(E)全体で定義されているとは限らない状況から論を起こしている
が，曲率次元条件を論じるための仮定を付加していくと，最終的に carré du champを許容することになる ([11,
Theorem 3.14]と，以下の説明参照)．
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Theorem 7.23 (Riemannian energy measure spaceの特徴づけ) (X,m, E)がRieman-

nian energy measure spaceであることと，次の (1)–(5)が全て成り立つことは同値：

(1) Xの元の位相と同じ位相を定める完備な距離 dで，d = dE なるものがある (以下，測度距
離空間について以前に導入した記号を，この距離 dに関するものとして断りなく使う)．

(2) 各 x ∈ X, r > 0でm(Br(x)) <∞．

(3) (L)をみたす．

(4) 台が有界な任意の f ∈ Lip(X)に対して，f ∈ D(E)かつ Γ(f) ≤ |∇f | m-a.e. 特に，そ
のような f 達はD(E)で E1について稠密．

(5) Ch = 2E71．特に (X, d,m)は無限小Hilbert的で |∇f |2∗ = Γ(f)．

実際には，(5) は (他の仮定の下で)E が upper regular であることと同値．なお，(5) から，
Dirichlet形式を出発点としても，上記の仮定をみたすRiemannian energy measure spaceを考
える限りは，内在的距離が定める距離構造に関して測度距離空間を考え，その (無限小Hilbert

的な)Cheegerエネルギーを考えていることになる．従って，内在的距離を用いて前節までの
枠組に話が帰着される．なお，Definition 7.22を見ると，Riemannian energy measure space

の定義には空間に a prioriに与えられている距離に関する条件を必要としていないことを注意
しておこう．

8 応用と関連する話題

ここまでで扱った内容と関連する 3つの話題を，以下の 3つの節で独立に扱う．節の名前か
ら内容は類推できると思われるので，ここでは説明を省略する．

8.1 CD条件が導く関数不等式

まず，関数不等式に関連する話をしておく．CD(K,∞)空間では，空間の定義から容易に，
HWI不等式と呼ばれる次の不等式が成立する [158, 180]72：µ0, µ1 ∈ P2(X)に対して，

Entm(µ0) ≤ Entm(µ1) +W2(µ0, µ1)
√

Im(µ0)−
K

2
W2(µ0, µ1)

2. (8.1)

この不等式は，K > 0, m ∈ P2(X)のとき，容易に対数 Sobolev不等式

Entm(µ) ≤
1

2K
Im(µ) (8.2)

およびTalagrand不等式

W2(m, µ)
2 ≤ 2

K
Entm(µ)

71右辺は f 7→ E(f, f)の意．また，定義域が一致していることも等号の意味に含めている．
72無限小 Hilbert的でなくてもよい．
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を導く (それぞれ，µ1 = mの場合，µ0 = mの場合を考えればよい)．これらいずれの不等式
も，次の形の (大域)Poincaré不等式 (L2-spectral gap不等式)∫

X

∣∣∣∣f − 1

m(X)

∫
X
f dm

∣∣∣∣2 dm ≤ 1

K

∫
X
|∇f |2∗ dm. (8.3)

を導く．また，Talagrand不等式は測度集中と深い関連がある．これらの話題に関する参考文
献として，前述の他に [182, 4.3節], [79]を挙げておく．
CDe(K,N) 空間では，N < ∞ の情報を用いてこれらの各種関数不等式を精密化できる

([55, 3.4節]参照)．まず，HWI不等式は次の形 (N -HWI不等式)になる：µ0, µ1 ∈ P2(X),

Entm(µ0) <∞に対して，

1

UN (µ0)
≤ 1

UN (µ1)

(
cK/N (W2(µ0, µ1)) +

1

N
sK/N (W2(µ0, µ1))

√
Im(µ0)

)
.

ここで，Imはminimal relaxed gradientで定義されたFisher情報量とする (Remark 4.6参照)．
ここから，対数 Sobolev不等式および Talagrand不等式のN <∞での対応物が得られる：

• N -対数 Sobolev不等式：K > 0とし，m ∈ P2(X)とする．このとき，各 µ ∈ P2(X)に
対して，

KN

[
exp

(
2

N
Entm(µ)

)
− 1

]
≤ Im(µ).

N -対数 Sobolev不等式は，logarithmic entropy-energy不等式とも言われる (例えば [20]

参照)．また，ここから (大域的)L2-Sobolev不等式が従う ([20, Proposition 6.2.3]参照；
RCD(K,N)空間の枠組みで，定数を最良まで改良できることも知られている [44, 164])．

• N -Talagrand不等式：上記と同様の仮定の下，各 µ ∈ P2(X)でW2(µ,m) ≤ π

2

√
N

K
で

あり，

Entm(µ) ≥ −N log cos

(√
K

N
W2(µ,m)

)
.

なお，[158]での対数 Sobolev不等式からTalagrand不等式を導く議論をなぞると，上記
よりも少し弱い形のN -Talagrand不等式を得る [55, Proposition 3.32]．

なお，これらの不等式は，N → ∞として leading termを抽出すれば，それぞれN = ∞の場
合の不等式を復元する．N -HWI不等式の証明について少し述べておこう．Otto解析による形
式的な議論としては，|∇Entm |2 = Imが成り立つことに注意して，(5.3)を用いて µ̇0方向への
Entmの方向微分を評価すればよい．実際の証明も，この考え方に沿って行われる．
Riemann多様体の場合，次元の情報を加味することで，Ric ≥ K で既知の不等式の定数を

改良できることがある．代表的なものは，大域 Poincaré不等式の精密化である Lichnerowicz

の不等式であろう．そのような改良は RCD空間でも成り立つ：(X, d,m)を RCD∗(K,N)空間
で，K > 0とする．このとき，−Lは非負離散スペクトルのみを持ち，第一非零固有値 λ1は
λ1 ≥ NK/(N−1)をみたす (Lichnerowicz不等式；[55, Theorem 4.22])．これをRayleigh商表
示で述べれば，(8.3)の定数KがNK/(N−1)に改良されることを意味する．また，同様の定数
の改良が (8.1), (8.2)でも成り立つことが，W1に関する最適輸送理論の深い結果により知られ
ている [44] ([182, 7章]に少し解説がある)．なお彼らは，同様の手法を用いて，Lévy-Gromov
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型の等周不等式 (N < ∞の場合)を始めとする多くの不等式を，次元の情報を加味した精密
な定数で示している [43, 44]．彼らの手法の要は，関数不等式の証明を最適輸送に現れる各測
地線上の解析に帰着させることで問題を 1次元化することにある．この手法は [113]によって
Riemann多様体の場合に導入され，彼らによって CD空間へと拡張された．Riemann多様体
の場合ですら，従来は幾何学的測度論による複雑な議論を要した Lévy-Gromovの等周不等式
(を含む，等周不等式の族)の証明を見通しのよいものに置き換えており，[113]の結果それ自
身が既に非常に興味深い．

ここで挙げたものの他にも様々な関数不等式が最適輸送理論およびCD条件と関連している．
[179, 180]等を参照のこと．特にCD条件と直接的な繋がりが強いものとして，Brunn-Minkowski

不等式 (の拡張) [151, 173, 180] だけ挙げておき，これ以上の説明は割愛する．

8.2 RCD空間の幾何学

ここではまず，(Riemann的)曲率次元条件，およびその同値な言い換えの幾何学的な帰結
について (証明ほぼ抜きで)述べる．初等的なものについては，既に幾つかを Theorem 5.9で
見た．ここでは，基本的あるいは重要な結果，および，熱分布の解析と更なる相互作用が見込
まれる話題の中から，幾つか重要と思われるものを選んで紹介する．

(1) 幾何学的安定性
RCD∗(K,N)(N = ∞の場合も含む)は，測度 Gromov-Hausdorff収束で安定 ([10, Theo-

rem 6.11], [55, Theorem 3.22], [76]) 73．また，その帰結として，Ricci limitは RCD∗(K,N)

条件をみたす．この安定性は，微妙なバランスで成り立っている性質だということを注意して
おこう．「無限小Hilbert的」は，一般には，それ単独では測度Gromov-Hausdorff収束では保
たれない．また「強K 凸性 (または強 (K,N)凸性)」も同様 (Remark 5.14 (ii))．なお，この
主張はEVIによる条件 ((B)または (B)′)の保存性を示すことで証明される 74．この点からも，
熱分布を考えることの幾何学的意義の一端が垣間見られる．

また，以下の操作での RCD条件の変化あるいは安定性について，Riemann多様体での結果
の自然な拡張が知られている：

• 測度mに重み関数を掛ける変換 [55, Lemma 2.10]．

• RCD∗空間の直積 (tensorization) [55, Theorem 3.23]．

• 局所一様にRCD∗条件が成り立つ空間がRCD∗空間になること (local-to-global) [55, The-

orem 3.25], [14, Theorem 7.8]．あるいは局所化 [14, Proposition 7.7]

• 空間から作る測度距離錐 (metric measure cone)の RCD性と，元の空間 (作られた空間
の断面になる)の RCD性の対応 [106] ([17, 105]も参照)．

測地線が (本質的)非分岐であるかどうかが，上記の幾つかの性質の証明に関係している ([17]

の議論も参照のこと)．最後のものは，例えば「円錐と，その断面としての円周」のような例
で，円周と円錐の間の RCD条件の対応を (測度距離空間として)見たものである．錐の取り方

73空間列の収束については，(点つき)測度 Gromov-Hausdorff収束以外にも (近い関係にある)幾つかの別の定
義があるが，ここでは簡単のため「測度 Gromov-Hausdorff収束」以外の言葉は使わない．例えば [76]参照．

74[76]では，ChのMosco収束を用いた証明も与えている．
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にもヴァリエーションがあり，S1を赤道として球を作る操作なども含まれる．なお，この性
質を調べる上で，[106]では Bakry-Émeryの曲率次元条件を利用している．

(2) 幾何学的剛性
ここでは，剛性 (rigidity)という言葉を「極端な性質を持つ空間はかなり限定される」とい

う意味で用いる．例えばN. GigliによるCheeger-Gromollの分裂定理 (の，測度距離空間への
拡張) [68]は，「RCD(0, N)空間が Rからの等距離写像を持てば，空間は Rと RCD(0, N − 1)

空間の直積に測度距離空間として分裂する」と主張する．この定理は，Riemann多様体の測度
Gromov-Hausdorff極限に対する almost splitting theoremと呼ばれるものを主張に含み，そ
の証明の手法 (Laplacian比較定理の導出 [70]，Busemann関数の勾配流の解析，等)も含め，
N <∞の RCD空間上の幾何解析に大きな進展をもたらした．また，関連して以下のような剛
性定理が知られている：

• Chengの最大直径定理 (Bonnet-Myersの定理で直径の上限が実現される場合) [106]．

• (Lichnerowicz-)小畠の定理 (K, N による spectral gapの下限が実現される場合) [107]．

• 「Zhong-Yangの定理 (K = 0, diamX < ∞のときの diamX とN による spectral gap

の下限)」の等号成立の場合 [124]．

• 体積剛性 (距離球の体積が，比較対象となる定曲率空間上のものと対応する場合) [71]．

• 幾つかの幾何学的関数不等式の剛性 [43, 44]．

これらの剛性定理に共通することとして，Riemann多様体では現れなかった (多様体とは限
らない)空間が現れることを注意しておこう．

(3) RCD空間の局所構造
Gigliの分裂定理を用いて，(N <∞の)RCD空間の局所構造の研究は大きな進展を見せた．

まず x ∈ Xの近傍を拡大する測度Gromov-Hausdorff極限 (Riemann多様体では接空間が現れ
ることから，接錐 (tangent cone)と呼ばれる) の集積点 75について，a.e. xで一意的に次元
N 以下の Euclid空間が現れる [75, 143]．さらに解析を推し進めることで rectifiabilityと呼ば
れる次の性質まで知られている [77, 143]：

各 ε > 0に対し，m(X \
∪

n∈N Un) = 0 なる可測集合 Un ⊂ X と kn ∈ N, kn ≤ N で，各 Un

が kn次元 Euclid空間の Borel部分集合と (1 + ε)-双 Lipschitz同値になるものが存在する．

これは距離のみに関する性質であるが，さらに測度まで含め，各 Un上への mの制限は kn

次元Hausdorff測度に絶対連続ということまで判明している [77, 101] ([42]も参照)．なお，kn
が nによって異なる RCD空間の例は，私の知見の及ぶ限り，知られていない．一方で，knが
nに無関係になるための判定法については結果がある [111, Theorem 1.4]．関連する問題とし
て，1次元的な接錐を許容する (正確には，「Rのみを接錐に持つ点」を含む) RCD空間は古典
的なもの 76に限られることが知られている [112]．
また，更には，接空間を直接定義する代わりに「接空間に値をとる関数の空間」を定めるこ

とで，測度距離空間上でテンソル解析を展開する試みがある [67]．この研究と，Dirichlet形式

75一般に極限は一意とは限らない．
76区間または円周；測度には若干の自由度があるが，L1 に絶対連続ではある．
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の枠組で論じられている測度論的 Riemann構造 (例えば，[87]参照)との間には (少なくとも
Cheegerエネルギーが定めるDirichlet形式を考える限りは)なんらかの関係があると思われる
が，この点はまだ研究が進んでいない．

なおここで扱った幾つかの話題については，より詳しい解説が [182]にある．それらの結果
は，Ricci limitでは既知であったものも多い [186]．寧ろ，Ricci limitでの結果を辿る形で理
論が進展してきた側面もある．一方でその証明方法は必ずしも類似しておらず，別種の技術的
な困難もある．多くの結果は，決して自明な拡張ではない．

8.3 他の空間族への拡張

Definition 7.18に登場する条件あるいは 5章でみた各種の曲率次元条件は，基本的にはRie-

mann 多様体の場合に成立することをその土台として理論が構築されている．その一方で，
Riemann多様体とは質的に異なる空間で，同種の条件あるいはその修正版が成り立つかどう
か，ということについても近年には膨大な研究がある．ここではすべての結果を網羅的に述べ
ることはしない (私にはできない)が，ある程度の紹介を試みたい 77．私自身詳しくない方面
も多く，これは説明の濃淡にも反映されている．そのため，以下の説明は他の部分に比べて不
適切な文章が混じっている可能性が若干高い．読者諸賢の寛恕を乞う．
なお，「個々の設定での標準的なMarkov過程 (の分布)を確率測度の空間上の勾配流として

捉える」という問題に関する研究については，6.3節の冒頭も参照のこと．

(1) Finsler多様体，Lagrangian/Hamiltonian

既に幾度か言及したが，Finsler多様体では曲率次元条件に相当する条件を考えることがで
きる [184]．実際，7.3, 7.4節で扱った，曲率次元条件の同値条件に相当する結果がW2-収縮性
を除いて知られている．前述のように，W2-収縮性は一般には成立しない．Riemann多様体の
場合以外には成立しないと考えられている．
この場合には熱方程式が非線形になり，そのことに起因する困難が生じる．例えば確率解析

的な手法 (極限定理等を用いた熱方程式の解の表示等)が適用可能であるかどうか，現時点で
は知られていない．

また，Finsler多様体よりも一般に，Lagrangian/Hamiltonianに自然に付随する構造を考え
て，同様の理論を展開する試みもある ([150]，および，その参考文献を参照)．

(2) 負の次元
N ≤ 0の場合にも，ここまでで紹介した曲率次元条件や関数不等式には意味を持つものがあ

る ([115, 152]，および，それらの参考文献を参照)．1/N が小さい方が弱い条件になる，とい
う考え方で，従ってN < 0のときは |N |が大きい方が条件が強く，N ↓ −∞でN = ∞の場
合の結果を復元する．この考え方は，例えば (2.2)の式の形を見れば自然であろう．条件が弱
い分，適用範囲を広げることができるという利点がある．Euclid空間上で確率測度 mがこの
条件をみたす分布は，典型的には heavy tailを持つ (らしい)．例えば，Cauchy分布はこの種
の条件をみたす例になっている [115]．

(3) Ricci曲率の絶対値
Ricci曲率の下限の代わりに，Ricci曲率の絶対値を評価したい文脈がしばしばある．例とし

て，経路空間上の無限次元解析を展開する場合がある．実際に，経路空間上の関数不等式を用
77少しでも足掛かりがあれば，そこから興味の赴くままに芋蔓式に文献を探していけるものと期待している．
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いた，Ricci曲率の絶対値評価の同値な特徴づけが知られている [144]．そこでは更に，その特
徴づけを用いてRicci曲率の絶対値が有界な測度距離空間の概念も提唱されている．

(4) 時間依存計量，特にRicci流
Ricci流のような，空間の計量 (あるいは距離や測度)が時間に依存するような空間で曲率次

元条件に相当する問題を (測度距離空間の枠組で)考えうる．念頭にあるのはRicci流の方程式

∂tg(t) = 2Ricg(t)

であり，この式を出発点として 2つのアプローチが知られている．ひとつは，g(t)が tに依存
しない場合に上記の=を≤と見ると非負Ricci曲率となることに着目し，その不等式 (優Ricci

流)の特徴づけを与える研究である [171]．もうひとつは，g(t)が時間に依存しない場合のRicci

流を |Ric | = 0とみなして，Ricci曲率の絶対値の特徴づけを拡張する研究である [86]．空間が
滑らかな場合にも幾つかの先行結果があるが，ここでは割愛する．上記の文献を参照のこと．
一般にRicci流は有限時刻で特異性を発生する．特異性解析の手段として，「対象を時間変化

する測度距離空間とみなし，特異性を許容したままRicci流を拡張したい」と考えるのは自然
かつ魅力的な着眼点ではある．一方，そのような大目標から現状を見ると，いずれのアプロー
チも研究の初期段階にあり，今後の一層の進展が望まれる状態と言えるだろう．

(5) Ricci曲率の各点での下限
曲率次元条件は Ricci曲率の一様な下限の評価を考えるので，「非常に狭い範囲でのみ評価

が悪い」という空間ではよい評価を得られない．一方で，空間の大域的な特性 (熱分布で言え
ば，長時間挙動)の中には，そのような局所的な障害の影響を受けないと考えられるものが少
なからずある．幾何学においても，「曲率の下限」を「曲率の積分量の下限」に置き換えた形へ
と各種幾何学的関数不等式を拡張するような試みがある ([162, 178]等参照．前者については，
著者らがかなりの関連研究を展開している)．その意味では，Ricci曲率の各点での下限を定式
化し，考えうる他の定式化との対応を調べることには一定の意義が認められる．そのような研
究として [102, 104, 174]が挙げられる．
現状では，空間の特異性制御のため，一様な曲率の下限を別の (より悪い)パラメータで押さ

えられている場合に理論は限定されている．例えば Riemann多様体上では，熱分布が総熱量
を保つ (あるいは Dirichlet形式が保存的)であるための Ricci曲率による十分条件として，お
およそ「ある定数 cと x0 ∈ X で，Ric ≥ −cd(x0, ·)2」くらいまでは許容されることが知られ
ている [81, Theorem 15.4 (a)]．この条件下で，何らかの厳密な意味で熱分布が相対エントロ
ピーの勾配流とみなせるかどうかは知られていない．

(6) Dirichlet形式の変換論
8.2節で述べたような空間の変形に類似した話題として，Dirichlet形式の理論で知られてい

る様々な解析的な変換 (Doobの h-変換，時間変更等)と曲率次元条件との関連についても，近
年研究が進みつつある [84, 170]．これらについて空間一様な曲率次元条件を期待することは理
論の適用対象を大きく制限することになると思われる．この点を解消するため，前述の「Ricci

曲率の各点での下限」の理論と合わせた進展が期待される．

(7) 非対称生成作用素
今までの話では，生成作用素 Lは対称Dirichlet形式に付随するものとして論を展開してい

る．一方，Riemann多様体上では非対称作用素に対しても自然に重みつきRicciテンソルを考
えることができ，実際に幾何学的な結論を導くことが知られている (例えば [121]参照)．非対
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称作用素が現れる設定における，7.3, 7.4節で見てきたような曲率次元条件の同値性に相当す
る結果については，その定式化も含めてまだ不明な点も多い．確率測度の空間上の勾配流を考
える場合も，Lの非対称性を加味して，弱解の概念を区別して扱う必要がある．この方面の近
年の進展として [103]を挙げておく．

(8) 準楕円型生成作用素，劣Riemann多様体
劣Riemann多様体とは，大まかには，計量が退化したRiemann多様体の族であって，各接

空間において，非退化な方向に沿うベクトル場の成す Lie環が接空間全体を生成するものであ
る．「よい」劣Riemann多様体上で標準的に定まる “熱分布”は，Hörmander条件をみたす準
楕円型生成作用素によって生成される．逆に，準楕円型生成作用素を持つ拡散過程は，しばし
ば，ある劣Riemann多様体上の標準的な拡散過程とみなせる．
これらの空間族上では，典型的には，Ricci曲率を形式的に計算すると下に非有界になる 78．

実際，通常の CD条件はHeisenberg群でも成立せず [94]，一般に不成立と考えられている．一
方で，MCP条件は (うまく N を選べば)成立することがある [127, 129, 168]．Bakry-Émery

の曲率次元条件については，計量が退化した方向の情報を加味した新しい条件が F. Baudoin,

N. Garofaloらによって導入され [26]，以来，Baudoinを中心に盛んに研究されている．特に，
Bakry-Émery理論の設定に沿って，幾何学的関数不等式の導出が為されてきた．近年は彼ら
の条件からの熱半群の微分評価の導出 [24]やW2-収縮性評価 [25]等も得られつつある．この
ような手法は kinetic Fokker-Planck方程式など準楕円型作用素に付随する放物型方程式にも
応用されており，解析的な視点からも興味深い．また熱半群の微分評価については，Riemann

多様体の場合とは質的に異なる形が幾つかの Lie群上で知られている [50, 140] が，その背後
にある幾何学的構造は充分に判明しているとは言い難い．今後の研究の進展が期待される．ま
た，Baudoinらとはやや別の観点からの確率解析による研究として，[83]を挙げておく．
一般に劣 Riemann幾何においては，精密評価は典型的には Riemann幾何とは質的に異な

る形になる (例えば [128])．また，等号成立まで含めた精密な評価の導出や剛性定理はかなり
難しい．Bakry-Émery条件については，意味のある形で質的に異なる定式化が導入されたが，
CD条件や EVIについてはまだ不明なことも多い．

(9) 離散空間
7.3, 7.4節で見てきたような広義の曲率次元条件達の「いずれか」を離散的な設定で調べる

問題は，近年盛んに研究されている．ただ，元来の定義では期待される性質がみたされない場
合が多く，様々な形で定義の修正が行われている．現状は百家争鳴状態に近く，修正された条
件の間の関係などもあまりはっきりしない．
相対エントロピーの凸性に関する研究として [34, 56, 80, 142]を挙げておく．Bakry-Émery

の曲率次元条件に関するものとして [28, 38]を挙げておく 79．Markov連鎖のWasserstein収
縮性を起点とするものとして [114, 155]を挙げておく 80とりわけ [56, 142]は，相対エントロ
ピーの勾配流が熱分布 (標準的に付随する連続時間Markov連鎖) となるようにW2の定義に修
正を施し，理論を構築している．ここで修正は，「Benamou-Brenier公式 (4.4)をW2の定義と
する」という発想を土台にしている．そして，その枠組では，7.3節で見たような広義の曲率
次元条件達の対応関係がある程度成り立つ．なお，これらの結果のある程度包括的な概観が，
ここでは紹介していない先行研究も含め，[156]で述べられている．

78少なくとも，Riemann幾何での Euclid空間にある種対応する空間である Heisenberg群ではそうなっている．
79正確には [38]は Theorem 2.4に相当する議論を行っている．論じているのは (2.6)のみであり，これは Bakry-

Émeryの曲率次元条件より弱い．
80実際は，これらの文献では，離散的とは限らない空間で理論を展開している．
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この方面の研究では確率論と幾何学の問題意識が交錯しており，大きく分けてそのいずれ
かを着想の起点にしている．幾何 (解析)的な問題意識においては，Riemann幾何から類推さ
れる各種定理がどこまで近い形で成り立つかが主要な課題になる．上に挙げた文献の中では，
[34, 28, 114, 155] はこの立場に依る．確率論との関係では，極限定理における空間列の収束と
の関係が気になる．[34, 155] では，彼ら彼女らの導入した曲率次元条件とGromov-Hausdorff

収束との関係についても論じている．一方で，確率論的な問題意識においては，ある程度一般
的な枠組みでの関数不等式の導出 (おおまかに言えば [80]はこれに属する)や，具体的な確率模
型での条件の検証が課題になる．[28, 38]で用いている条件は，Bakry-Émeryの曲率次元条件
がそうであるように，局所的な計算から (原理上は)条件を判定できる．この点は，[114, 155]に
ついても類似の特徴がある (Markov連鎖の 1-stepあるいは複数 stepの推移確率間のカップリ
ングを構成することになる)．[56, 142]の条件は，W2の修正版の具体的な計算が恐ろしく複雑
なため (状態空間が 3点の場合で既に厳しい)導入当初は検証が困難であった．現在は (4.14)に
相当する式が知られており，しかもこの式の右辺にあたる量が [38]で扱っているBakry-Émery

条件に相当する量と対応している．このことを通じて，幾つかの確率模型で相対エントロピー
のK 凸性が検証されている [60]．スケール極限等の最先端の問題に応用するにはまだ遠い段
階と思われるが，新しいアプローチとして注目に値する．
また，関連する話題として，飛躍型確率過程に対する結果 [52]を挙げておく．

(10) 無限次元空間
確率解析の主たる研究対象のひとつである無限次元空間についてもこの方面で若干の結果

がある．ただ，扱えている具体的な空間は，Wiener空間 [57]や (相関がない粒子の)配置空間
[54]程度である．
典型的には，幾何学的に自然な距離としてWiener空間のCameron-Martin距離のような擬

距離 (値が無限大を取りうる)が現れることが，問題を一段難しくしている．一般論として，距
離として擬距離を許容する拡張された意味での測度距離空間を考え，曲率次元条件 (達)とそ
れらの同値性についての研究が近年展開されている [5, 8]が，条件が検証できる具体例につい
ての研究の進展が望まれる．

(11) 自由確率論
自由確率論から自然に現れる自由エントロピーの解析手法として，最適輸送理論の観点から

の研究が幾つか展開されている．自由エントロピーの勾配流 (自由 Fokker-Planck方程式)は，
ある種のMcKean-Vlasov方程式の解になる．McKean-Vlasov方程式に対しては粒子系近似が
知られており，確率論との接点もある (これらの話題について，[133]およびその参考文献参
照)．また自由対数 Sobolev不等式や自由Talagrand不等式，自由 Poincaré不等式等の関数不
等式に関する研究もある ([126, 145]等)．
また，別路線として，Clifford代数の成す非可換確率空間上の Fermionic Fokker-Planck方

程式の研究もある [39]．Otto解析の考え方を基にうまくRiemann計量を入れることで，エン
トロピーの勾配流として方程式を特徴づけることができる．

(12) フラクタル
自己相似集合上の幾何学・解析学については既に膨大な研究があり，代表的な特異空間の例

として知られている．実際，ある程度広いクラスの自己相似集合上には標準的な Dirichlet形
式が定まり，対応する熱分布について詳しく調べられている ([110]がこの方面の標準的なテキ
ストだが，その後も多くの進展がある)．ただ，現在知られている話の多くは，底空間の測度あ
るいは熱分布の構造と空間の距離との対応は非 Riemann的である．例えば，幾何学的に自然
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な距離を導入すると，典型的には測地距離にはなるが非分岐ではない．このため，7.3, 7.4節
で見てきたような曲率次元条件は (少なくとも従来の形では)みたされないと考えられている．
代表的な自己相似集合である Sierpiński gasket上では，曲率次元条件に関する若干の研究が

現れつつある．上記の考察と合致するように，調和 Sierpiński gasket上では，通常の意味での
CD(K,∞)条件は成立しない [96]．調和 Sierpiński gasketは通常の構造を付与した場合よりも
Riemann多様体に近いと考えられるが，それでも positiveな結果は従わない．ごく最近，「測
度をうまく選べば，Bakry-Émeryの曲率次元条件が成立することがある」との報告があった
[27]が，この論文は証明に誤りがあったとのことで取り下げられている．
なお，前節でも引用した測度論的Riemann構造の研究 [87]は，調和 Sierpiński gasketの解

析に端を発する．そのようなアプローチと本稿の話題との関係についても，今後の研究の進展
が期待される (関連研究として [117]を引用しておく)．

8.4 その他の話題

最適輸送理論と確率論との関係は多岐に亘る．例えば，Markov過程の “よい”カップリン
グの構成は，定常状態への収束速度評価と密接に繋がっており，古くから研究されてきた．最
適輸送費用がカップリングを用いて定義されている以上，それらの問題とは直接的な関係があ
る．本論と関わりの深いものとして [123]を，収束速度評価との関係については，ここでは [49]

を挙げるに止める (この文献の参考文献も参照のこと)．
また，確率論における結合法との別の形での関連として，Schrödingerのエントロピー最小

化問題に言及しておく．この問題でも，最適輸送問題同様に端点の測度を与えた上でその補間
を考える．その際，経路空間上の測度として，3.5節で見た Ξ ∈ P(C([0, 1];X))の代わりに拡
散過程の分布に関連するものが自然に現れる．ここではこれ以上の詳細には立ち入らず，確率
制御理論等の関連する話題についての解説 [185]および，本論に関連する研究 (Ricci曲率の情
報の抽出)として [130]を挙げておくに止める (この文献の参考文献も参照のこと)．
統計物理学の問題との関連では，粒子系のスケール極限の問題への最適輸送理論を用いたア

プローチが近年登場している．粒子系の時間発展を確率測度の空間上の勾配流と捉え，勾配流
の収束 (ポテンシャル関数の収束を含む)を経由して粒子系の収束を調べる，という考え方によ
る．この観点は大偏差原理と深い相関があると指摘されており [1]，実際に，ある枠組におい
ては勾配流に対応する汎関数の Γ-収束と大偏差原理の成立が必要充分であるとも証明されて
いる [59]．また，同様の考え方の流体力学極限への応用として，対称単純排他過程の場合の結
果が知られている [61] (各文献の参考文献も参照のこと)．これらの見方は，部分的には先行研
究で与えられていたもののようであり，本質的に新しいアプローチではないのかもしれない．
一方で，この方面の問題を掘り下げていくことには一定の価値があるのではないかと想像して
いる．なにぶん私自身の理解が不充分な分野なので見当違いかもしれないが，このような研究
の萌芽があることは，ここで指摘しておくだけの価値があると判断した．
あと，近年，数理ファイナンスにおいて，最適輸送費用においてmartingale型の制約条件を

couplingの制約条件に付加した概念であるmartingale optimal transportが盛んに研究されて
いる．Kantorovich双対性の拡張や最適輸送写像の存在等の最適輸送理論の基本的な結果の拡
張のほか，Skorokhod埋め込み問題への応用など，様々な興味深い進展があるように見受けら
れる．残念ながら，私自身はこれを紹介するには勉強が追いついていない．最近の文献として
[29, 66]を挙げておく (これらの文献の参考文献も参照)．私がここに下手な説明を書くよりは，
それらの論文 (あるいはその参考文献)の導入部を見て頂く方が良いであろう．
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9 RCD空間上の解析に関する幾つかの話題

最後に，RCD空間上の (幾何)解析のうち主に解析に関わる結果について，重要と思われる
もの，とりわけ個人的に興味・関与があるものを幾つか説明する．ただ，既に膨大な結果があ
り，全てに言及するのは難しい．ここで紹介しきれない比較的最近の結果については，把握し
ている範囲でキーワードと参考文献だけを以下に列挙しておく：

1階 Sobolev空間に関する理論 [3, 4, 9, 73]，次元を加味した (時空間的でない)W2-収
縮性の精密化 [33]，F.-Y. WangのHarnack不等式 [11, 132]，Li-Yau不等式 [65, 90]，
精密な熱核評価 [91] Chengの微分評価 [88]，調和関数の正則性 [89, 99]，Liouville型
定理と多項式増大度を持つ調和関数 [88]，最適輸送写像の存在 [41, 78]，連続方程式
[16, 72] . . .

具体的な話に入る前に，少し全体的な状況を俯瞰しておく．7.1節で紹介した測度距離空間の
微分概念の同定は，その証明方法がもたらす考え方も含めて，非常に強力な解析の土台を提供
してくれる 81．また，熱半群 Ptについて，Remark 7.13 (iv)で述べたような Lipschitz正則化
を代表とする各種の正則化効果が判明したことで，熱半群を軟化子として使用することが可能
になっている (実際に，これまでに紹介した結果を近似を用いて厳密に証明する際，熱半群の
力を借りて議論する場面もある)．あるいはBakry-Émeryの曲率次元条件の別側面として，関
数に対するある種の regularityを保証する手段として条件が利用されるようになってきた．こ
れは，滑らかな空間を想定して理論が展開されていた際には必要がなかった発想と思われる．
例えば，Remark 2.2で言及した既存の理論の欠点がそのような視点から補えることが明らか
になってきている (この話題は 9.1節で扱う)．RCD空間の理論の近年の爆発的進展は，これら
の地盤が固められたことに依るところが大きいと考えられる．
ここで一点だけ，確率論に関係する話題として，熱核評価のことを注意しておこう．CD(K,∞)

空間でmが局所 volume doubling条件をみたすなら，局所Poincaré不等式が成り立つ [165]([97,

98]も参照のこと)．よって特に，RCD∗(K,N)空間 (N < ∞)なら，Theorem 5.9より，上下
からの局所一様Gauss型熱核評価が従う [172] (尤も，この場合には，より精密な評価が知ら
れている [91])．

9.1 Bakry-Émeryの曲率次元条件の解析的応用

Bakry-Émery理論が強力な理論たり得た理由のひとつは，次の性質にある：重みつきRiemann

多様体M 上で (2.2)がN = ∞で成立していれば，任意の f ∈ C∞
0 (M)で次が成立する 82：

1

2
L|∇f |2 − ⟨∇f,∇Lf⟩ ≥ K|∇f |2 + |∇|∇f |2|2

4|∇f |2
. (9.1)

これをBakry-Émeryの曲率次元条件の自己改良 (self-improvement)という．つまり，元々
なかった右辺第 2項を自動的に追加できるのである．実際，(9.1)を用いてN = ∞の場合の
Theorem 2.3 (1) ⇒ (2)と同様の議論を行うことで，熱半群に対する L1-微分評価

|∇Ptf | ≤ e−KtPt(|∇f |) (9.2)

81原論文では，測度距離空間上の別の幾つかの微分概念をも，同時に同定していることが注意してある．
82|∇f | = 0なる点では，右辺第 2項は 0とする．
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を示すことができる．この不等式から，Ptに対する (逆向き)対数 Sobolev不等式 [18, 20, 125]，
(逆向き)Gauss型等周不等式 [12, 20, 22]，F.-Y. Wangの dimension-free Harnack不等式 [11,

132]などの，数々の強力な関数不等式を得ることができる．対数 Sobolev不等式，等周不等式
については，K > 0のときには t→ ∞とすることで，通常の対数 Sobolev不等式およびGauss

型等周不等式が得られる．
同様の自己改良はTheorem 7.12の条件 (E)についても可能なことが知られている [169]．だ

がそれは，決して自明ではない．既存の上記 (9.1)の証明は，試験関数として，Φ(f, g, h) (Φ

は 2次多項式) の形の関数を (2.2)の左辺に代入し，合成関数の微分規則 (derivation property)

を用いて計算し，多項式の係数と試験関数 f, g, hを適切に選ぶことで得られる．これを 7章
で述べたような測度距離空間の枠組で行おうとすると，登場する関数の regularityが問題にな
る．実際．(9.1)の右辺第 2項に相当する量に意味がつく f を確定せねばならぬし，|∇f |2∗にあ
る程度の regularityを保証せねばならない．抽象的な枠組での自己改良の議論は，以下の性質
([169, Lemma 2.6, Lemma 3.2]参照)に基づく：

Theorem 9.1 (L|∇f |2∗の実現) N = ∞とし，Theorem 7.12の (E)を仮定する．また，f ∈
D(L)∩L∞(m), |∇f |∗ ∈ L∞(m)かつLf ∈W 1,2(X)とする．このとき |∇f |2∗ ∈W 1,2(X)であ
り，更に L|∇f |2∗が次の意味で測度として定まる：あるX上の符号付測度 µで，µは極集合に
massを持たず，各 φ ∈W 1,2(X)に対して∫

X
⟨∇|∇f |2∗,∇φ⟩∗ dm = −

∫
X
φ̃ dµ (9.3)

をみたすものが存在する 83．なお，φ̃は φの準連続変形．

Proof. 熱半群の軟化Pε(Remark 7.13 (i)参照)を用いる．g ∈ L1 ∩ L2(m)を

g := 2⟨∇f,∇Lf⟩∗ + 2K|∇f |2∗

で定める (g ∈ L2(m)は，|⟨∇f,∇Lf⟩∗| ≤ |∇f |∗|∇Lf |∗ と f の仮定から分かる)．このとき，任
意の φ ∈ L2 ∩ L∞(m)に対して，条件 (E)より，∫

X
LPε(|∇f |2∗)φdm =

∫
X
|∇f |2∗LPεφdm ≥

∫
X
gPεφdm (9.4)

が成り立つ．ここで φ = Pε(|∇f |2∗)と取れるので，∫
X
⟨∇Pε(|∇f |2∗),∇Pε(|∇f |2∗)⟩∗ dm ≤ −

∫
X
PεgPε(|∇f |2∗) dm.

右辺は ε ↓ 0で収束するので，左辺のスペクトル分解を考えれば |∇f |2∗ ∈W 1,2(X) を得る．
ここで，W 1,2(X) 上の汎関数 ℓを

ℓ(φ) := −
∫
X
⟨∇|∇f |2∗,∇φ⟩∗ dm−

∫
X
g φ dm

で定める．この汎関数は明らかにW 1,2(X)上で連続 (位相は Proposition 7.3 (ii)参照)．よっ
てRieszの表現定理から，ある hℓ ∈W 1,2(X)で，各 φ ∈W 1,2(X)に対して

ℓ(φ) =

∫
X
⟨∇hℓ,∇φ⟩∗ dm+

∫
X
hℓ φ dm

83右辺の積分が well definedであることも主張に含む．
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をみたすものが存在する．更に，ℓは正値汎関数になる．実際，φ ≥ 0のとき，Pε(φ ∧ n)を
考えて極限を取れば，(9.4)より ℓ(φ) ≥ 0を得る．
7.5節の冒頭で述べたように，Chは強局所的準正則 Dirichlet形式 (が定める 2次形式)で

ある．ℓの正値性より，hℓ はその Dirichlet形式に関して 1-excessiveになる．よって，[137,

Chapter VI, Proposition 2.1]より，

ℓ(φ) =

∫
X
φ̃dµ0

を各 φ ∈W 1,2(X)でみたす，極集合にmassを持たない (非負)測度 µ0が存在する．従って特
に µ := µ0 + gmとおけば，これが所望の性質 (9.3)をみたすものになっている． □

Theorem 9.1により，Theorem 7.12の条件 (E)の記述に現れる写像

h 7→ 1

2

∫
X
|∇f |2∗Lhdm−

∫
X
⟨∇f,∇Lf⟩h dm

は (符号付)測度を定める．上記の証明から，この測度の特異部分は非負になることが分かる．
この測度のmに絶対連続な部分の密度関数をRemark 2.2の記法に基づき，Γ†

2(f, f)と書くこ
とにする．この記法を用いて，Riemann多様体の場合の考え方に沿って論を展開することで，
次の形で自己改良性を得ることができる：

Theorem 9.2 (Bakry-Émery条件の自己改良 [169]) f を Theorem 9.1の通りとする．こ
のとき，次が成り立つ：

|∇f |2∗
(
Γ†
2(f, f)−K|∇f |2∗

)
≥ 1

4
|∇|∇f |2∗|2∗ m-a.e.

特に，各 f ∈W 1,2(X) に対し次の L1-微分評価が成り立つ：

|∇Ptf |∗ ≤ e−KtPt(|∇f |∗) m-a.e. (9.5)

Remark 9.3 (Lf の測度としての実現について)

(i) やや regularityの低い関数 f に対して，Lf を測度として定める，という考え方自体は標
準的ではある．例えば，Riemann幾何における Laplacian比較定理は，その形で最小跡
まで拡張される．実際，Laplacian比較定理を RCD空間で論じる際にも同様の考え方が
有効に用いられる [70]．

(ii) [169]では，Cheegerエネルギー汎関数よりも一般の対称強局所的準正則 Dirichlet形式
の枠組で自己改良性を論じている．Remark 2.2で言及した仮定と Theorem 9.1の仮定
との (決定的な)違いは，Theorem 9.1の仮定は関数の各種操作で比較的安定なことにあ
る．例えば，Remark 7.13の逆向き Poincaré不等式より，f = Ptf0, f0 ∈ L2 ∩ L∞(m),

t > 0は Theorem 9.1の仮定をみたすと分かる．

N < ∞の場合にも，(E)′の改良に関する理論はある程度展開されている ([85, 170]や，そ
の参考文献を参照)．ただ，N = ∞の場合に比べて改良の方向性が複数ありうるようで，不明
な点も多い．ここでは，Ptの微分評価の改良に関する次の結果を紹介しておこう．これらは，
はじめにRiemann多様体上で Brown運動の結合法を用いて導出された [122]．
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Theorem 9.4 (自己改良：N <∞の場合) f を Theorem 9.1の通りとする．また p > 2と
し，p∗を pのHölder共役指数とする．このとき次が成り立つ：

|∇f |2∗
(
Γ†
2(f, f)−K|∇f |2∗ −

1

N + p− 2
(Lf)2

)
≥ 2− p∗

4
|∇|∇f |2∗|2∗ m-a.e.

また，Bakry-Ledouxの微分評価の改良に相当する次の式が f ∈W 1,2(X) で成り立つ：

|∇Ptf |2∗ +
1− e−2Kt

(N + p− 2)K
(LPtf)

2 ≤ e−2KtPt(|∇f |p∗∗ )2/p∗ . (9.6)

証明の考え方はN = ∞の場合と同じだが，試験関数に用いる多項式のパラメータ選択はより
複雑になる．詳細は省略する．

最後に，Bakry-Émeryの曲率次元条件に関連する話題として，|∇f |∗の可積分性評価と局所
化された試験関数の存在に関する次の主張を紹介しておこう．可積分性評価は後で直接使うわ
けではないが，Bakry-Émery理論の有用性を説明する例として記載した．

Proposition 9.5 (|∇f |∗の補間評価 [14, Theorem 3.1]) (E)を仮定する．p ∈ {2,∞}と
し，λ ≥ (−K)∨ 0とする．このとき，以下をみたす c > 0が存在する：各 f ∈ L2 ∩L∞(m)に
ついて, Lf ∈ Lp(m)ならば |∇f |2∗ ∈ Lp(m)かつ ∥|∇f |2∗∥Lp(m) ≤ c∥f∥∞∥(λ− L)f∥p.

証明にはRemark 7.13 (iii)の Pt-逆向き Poincaré不等式を用いる．詳細は省略する．

Proposition 9.6 (試験関数の局所化 [88, Proposition 2.9]) (E)′ を仮定する．F ⊂ X を
コンパクト集合とする．このとき，コンパクト台を持つψ ∈ D(L)∩Lip(X)で，Lψ ∈ L∞(m)∩
W 1,2(X)かつ ψ|F ≡ 1なるものが取れる．

証明は省略する．なお，Proposition 9.6に類似の結果は，N = ∞の場合も知られている．[14,

Lemma 6.7]参照．

9.2 W2-収縮性の拡張

7.3, 7.4節を通じて，熱分布間のW2-距離の評価が曲率次元条件を特徴づける性質であるこ
とを見てきた．一方で，以下に見るように，熱半群 Ptの微分評価から最適輸送費用の評価を
導出することができる．それは，前述の条件では (C)(あるいは (C)′)が (D)(あるいは (D)′)か
ら直接導けることを意味する ([6, 10]の他，[21, 20, 118, 120, 122]を参照)．更には，前節で
得た微分評価の精密化から，最適輸送費用評価の精密化も得られる．これは，双対性と言って
差し支えのない対応であろう．そのような議論の最も易しい例は，既にCorollary 3.3で見た．
まず，この系の拡張から述べよう．

Theorem 9.7 (微分評価と最適輸送費用評価の双対性 [118, 120]) P (x, ·) ∈ P(X) (x ∈
X)をMarkov核とする．P の f ∈ Cb(X)および µ ∈ P(X)への作用をそれぞれPf ∈ Cb(X),

P ∗µ ∈ P(X)と書く．このとき，p ∈ (1,∞], p−1 + q−1 = 1, C > 0について，次は同値．

(1) 各 µ0, µ1 ∈ P(X)でWp(P
∗µ0, P

∗µ1) ≤ CWp(µ0, µ1)．

(2) 各 f ∈ Lipb(X)で |∇Pf | ≤ C|P (|∇f |q)1/q．

73



(1)，(2)はそれぞれ条件 (C), (D)に対応している．ただ，条件 (D)は局所 Lipschitz定数では
なくminimal relaxed gradientで述べられている (この置き換えについては，Remark 7.13 (ii)

および [6, 10]の議論を参照)．また，P が熱半群のときの (2) ⇒ (1)には，PtとHopf-Lax半
群Qsの交換関係に関する不等式を介する証明もある [20, 21]．
なお，Theorem 9.7を Theorem 9.2と合わせると，RCD(K,∞)空間上，p = ∞の場合の

Lp-Wasserstein距離の評価

W∞(P ∗
t µ0, P

∗
t µ1) ≤ e−KtW∞(µ0, µ1) (9.7)

が得られる．

Proof. (1) ⇒ (2)は，本質的にTheorem 7.12の証明の該当箇所の議論に準ずる (Schwarz不
等式の代わりにHölder不等式を用いる)．
(2) ⇒ (1)について論じよう．p = ∞のときは，任意の p < ∞で (2)が成立するので，

p < ∞で示しておいてから p → ∞とすればよい ([118]参照)．よって，以下 p < ∞とす
る．例によって，微分可能性や積分と微分の順序交換はすべて都合良く認める．証明の発想は，
Theorem 4.1の “≤”の証明あるいは Theorem 6.9の証明で用いた考え方に準ずる．W p

p に対
するKantorovich双対性を (3.11)を用いて書き直すと，

1

p
Wp(P

∗µ0, P
∗µ1)

p = sup
f∈Lipb(X)

[∫
X
PQ1f dµ1 −

∫
X
Pf dµ0

]
となる (Remark 3.6も参照のこと)．右辺の supの中身を試験関数 f によらない形で評価した
い．Ξ ∈ P(C([0, 1];X))を µ0, µ1に対する動的最適カップリングとする．このとき，Qsf が
(3.14)をみたすことから，∫

X
PQ1f dµ1−

∫
X
Pf dµ0 =

∫
C([0,1];X)

(PQ1f(γ1)− Pf(γ0)) Ξ(dγ)

=

∫
C([0,1];X)

∫ 1

0

d

ds
PQsf(γs)dsΞ(dγ)

≤
∫
C([0,1];X)

∫ 1

0

(
|∇PQsf |(γs)|γ̇|(s)−

1

q
P (|∇Qsf |q)(γs)

)
dsΞ(dγ)

≤
∫
C([0,1];X)

∫ 1

0

(
CP (|∇Qsf |q)1/q(γs)|γ̇|(s)−

1

q
P (|∇Qsf |q)(γs)

)
dsΞ(dγ)

≤ Cp

p

∫
C([0,1];X)

∫ 1

0
|γ̇|p(s)dsΞ(dγ) = Cp

p
Wp(µ0, µ1)

p.

よって結論を得た (第 2の等号が要．第 2の不等号は仮定，第 3の不等号は Hausdorff-Young

不等式から従う)． □

N <∞の時にも同様の関係がある．特に [122, Theorem 2.5]の議論より次が分かる：

Theorem 9.8 (N <∞での双対性) (X, d,m)は無限小Hilbert的で，(V)，(L)をみたすとす
る．このとき，p ∈ [2,∞)について，次の 2条件は同値 84．

84例によってやや不正確．脚注 65参照．なお，ここでの (1)(2)いずれの条件も Theorem 7.14の (C)(D)の条
件を導く (N → ∞としてから，[118, Remark 2.3 (v)]を用いる)．
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(1) 各 ν0, ν1 ∈ P2(X), 0 ≤ s ≤ tに対して，(C)′のW2をWpに，N をN + p− 2に置き換
えた式が成立．

(2) 各 f ∈W 1,2(X)で (9.6)が成立．

証明はTheorem 9.7と類似の考え方による．ただし時間のずれを考慮して，その補間も行う必
要がある．その際に，線形補間ではなく別の補間が必要になる (この点，考え方はTheorem 4.9

の証明に近い)．

ここまでの結果を標語的にまとめると，「Ptの微分に関する関数不等式があれば，対応する
熱分布間の最適輸送費用の評価がある」と言える．そこで，Wp以外の最適輸送費用が登場す
る例を以下に挙げておこう．そのため記号を準備する．Φ : [−∞,∞] → [0, 1]を

Φ(x) :=
1√
2π

∫ x

−∞
exp(−u2/2) du

とし，I := Φ′ ◦ Φ−1とおく．また，各 t > 0, u ≥ 0に対し，φt(u)を次で定める：

φt(u) := 2Φ

(
1

2

√
K

e2Kt − 1
u

)
− 1

Theorem 9.9 (全変動評価) (X, d,m)を RCD(K,∞)空間とする．このとき以下が成立：

(i) (Pt-逆向きGauss型等周不等式 [20, 21]) 各可測関数 f : X → [0, 1]に対し

e2Kt − 1

K
|∇Ptf |2∗ ≤ I(Ptf)

2 − Pt(I(f))2.

(ii) 各 ν, ν ′ ∈ P(X)に対して

∥P ∗
t ν − P ∗

t ν
′∥TV

(
:= sup

A⊂X
|P ∗

t ν(A)− P ∗
t ν

′(A)|
)

≤ Tφt(d)(ν, ν
′).

Remark 9.10 (Theorem 9.9の主張への補足)

(i) Theorem 9.9 (ii)の不等式の右辺はK ≥ 0のとき t→ ∞で 0に収束する．

(ii) 重みつき Riemann多様体の枠組みで，M = R，V = Kx2/2のとき，ν0, ν1が原点に対
して互いに対称な分布になっていれば，Theorem 9.9 (ii)で等号が成立する．

Proof. (i): Theorem 2.3と類似の議論による．I ′′I = −1を用いた (形式的な)計算により，

d

ds
{Pt−s(I(Psf))}2 = 2Pt−s(I(Psf))Pt−s

(
|∇Psf |2∗
I(Psf)

)
≥ 2Pt−s(|∇Psf |∗)

を得る (不等号は Pt−s に関する Schwarz不等式から)．この式に (9.5)を適用し，sについて
[0, t]上で積分すれば結論を得る．
(ii): ν = δx, ν

′ = δy のときに示せば充分 ([180, Theorem 4.8]を用いる)．Remark 7.13 (ii)

の前半と同様の議論から，(i)の左辺はminimal relaxed gradientの代わりに局所 Lipschitz定
数に置き換えることができる．このとき，

|∇Φ−1(Ptf)| =
|∇Ptf |
I(Ptf)

≤
√

K

e2Kt − 1
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を得る．よって，局所 Lipschitz定数が upper gradientになる ((3.2)の後の説明参照)ことか
ら，x, y ∈ X に対してこの 2点を結ぶ測地線に沿った線積分を考えることで，

Φ−1(Ptf(x)) ≤ Φ−1(Ptf(y)) +

√
K

e2Kt − 1
d(x, y) (9.8)

を得る．以下，(9.8)から
Ptf(x)− Ptf(y) ≤ φt(d(x, y)) (9.9)

を導出する．この式が導出できれば，π ∈ Π(ν0, ν1)で積分すれば f の任意性から結論を得る．
Ptf(y) < Ptf(x)の場合のみ考えればよい．χ : [0,∞] → [0, 1]を χ(u) := 2Φ(u)− 1とおく．χ
は単調増加凹関数で，χ(0) = 0となる．
(a) Ptf(y) ≤ 1/2 ≤ Ptf(x)のとき：Φ−1(Ptf(y)) ≤ 0 ≤ Φ−1(Ptf(x))なので，χの凹性と

(9.8)から，

φt(d(x, y)) ≥
1

2
χ

(
Φ−1(Ptf(y)) +

√
K

e2Kt − 1
d(x, y)

)
+

1

2
χ(−Φ−1(Ptf(y)))

≥ 1

2
χ(Φ−1(Ptf(x))) +

1

2
χ(−Φ−1(Ptf(y)))

=
1

2

(
2Ptf(x)− 1 + χ(Φ−1(1− Ptf(y)))

)
= Ptf(x)− Ptf(y)

となり，(9.9)を得る．
(b) 1/2 ≤ Ptf(y) ≤ Ptf(x)のとき：χ(u1 + u2) ≤ χ(u1) + χ(u2)が成り立つので，

χ

(
1

2
Φ−1(Ptf(x))

)
≤ χ

(
1

2
Φ−1(Ptf(y))

)
+ φt(d(x, y))

を得る．χの凹性から χ(u2/2) − χ(u1/2) ≥ (χ(u2) − χ(u1))/2 が成り立つので，これを用い
れば (a)の最後の部分と同様にして (9.9)を得る．
(c) Ptf(y) ≤ Ptf(x) ≤ 1/2のとき：

Φ−1(Ptf(x))− Φ−1(Ptf(y)) = Φ−1(Pt(1− f)(y))− Φ−1(Pt(1− f)(x))

より，(b)に帰着される． □

重みつきRiemann多様体上では，多様体上の確率解析がRicci曲率と熱分布を橋渡しする．例
えば，Riemann多様体上のBrown運動のカップリングを構成することで，(C)や，Theorem 9.7

で見たWpへの拡張を，Ric ≥ Kから直接証明できる [181] (Remark 6.8も参照)．Theorem 9.9

(ii)も，別種のカップリングを用いて確率論的に証明できる [123]．また，解析的な手法を経由
すれば (C)′もそのような方法で導出できる [122]．RCD∗(K,N)空間ではこのような手法を直
接適用することはできないが，上述のように，Bakry-Émeryの曲率次元条件を経由すること
で．最適輸送費用の評価を導出することができる．しかし，重みつき多様体で知られている全
ての最適輸送費用評価が RCD空間に拡張できているわけではない．重みつきRiemann多様体
でしか知られていない評価として，次のものがある (知る限り最も一般的な形で書いたので，
少し複雑になっている) [122, Theorem 4.11]：

Tsp
K∗ (d/2)

(P ∗
s ν0, P

∗
t ν1)

2/p ≤ e−θTsp
K∗ (d/2)

(ν0, ν1)
2/p +

N̂(1− eθ)

2θ
(
√
t−

√
s)2,

K∗ :=
K

N − 1
, N̂ := N + p− 2, θ := K(s+ t) +

pK∗(
√
t−

√
s)2

2
.
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また，RCD空間での前述の結果の延長線上の問題として，逆向きの問題すなわち「解析的な
方法から最適輸送費用の評価を通じて，拡散過程のカップリングが RCD空間上に構成できる
か？」と問うのは自然であろう．その問いへの答えのひとつとして，W∞-評価 (9.7)に対応す
る Brown運動のカップリングは次の形で構成できる：

Theorem 9.11 (平行移動カップリングの構成 [174]) (X, d,m)を RCD(K,∞)空間とし，更
に局所コンパクトを仮定する 85．このとき，任意の x0, x1 ∈ Xに対して，(x0, x1)を出発する
Brown運動のカップリング (B

(0)
t , B

(1)
t )で，各 t ≥ s ≥ 0で

d(B
(0)
t , B

(1)
t ) ≤ e−K(t−s)d(B(0)

s , B(1)
s )

をみたすものが存在する．

Proof. 例によって概要のみ述べる．
Brown運動の時間離散化Bk/2n (k ∈ N ∪ {0})で得られるMarkov連鎖をまず考え，主張に

対応するMarkov連鎖のカップリングを構成する．そして，そのカップリングを極限移行して
Brown運動のカップリングを構成する．所与の性質をみたすMarkov連鎖のカップリングは，
各 x0, x1 ∈ X に対してW∞(P ∗

1/2nδx0 , P
∗
1/2nδx1) の最適カップリング πx0,x1 を 1-step推移確率

のカップリングとして，その反復合成で構成できる ((x0, x1)に関するmeasurable selectionが
要る；所与の評価をみたしていることの検証で (9.7)を用いる)．極限移行に関しては，収束部
分列を取る議論による． □

Theorem 9.9に対応するBrown運動のカップリングも RCD空間上で構成できると考えられ
る．Riemann多様体ではより一般の最適輸送費用評価が知られており [123]，それが得られれ
ば問題はほぼ解決する 86．またこれはN = ∞の場合の結果であり，N <∞の場合の問題も
ある (これもRiemann多様体では解決済み [123])．

9.3 熱分布のW2-評価とW-エントロピー

7.3, 7.4節では，曲率次元条件の同値条件として多くの条件を紹介し，その後，それらの条
件の応用について説明を加えてきた．最後に，(C)′の応用の一例として，RCD(0, N)空間上で
の PerelmanのW-エントロピーの解析について述べる．
Perelmanは，彼の有名なプレプリント [161]において，Ricci流の解析への応用を目的とし

てW-エントロピーを導入した．この量の解析は，彼によるPoincaré予想解決の証明の一角を
形成している．一方で，計量が時間に依存しない場合 ((重みつき)Riemann多様体)でも対応す
る形でW-エントロピーが導入され，その性質が研究されている ([134, 146, 147]等参照)．こ
こでは，それらの結果の RCD空間への拡張について論じる．h ∈ L2(m)とし，f = f(t, x)を

Pth(x) =
e−f(t,x)

(4πt)N/2

で定める．重みつきRiemann多様体M 上では，通常はこの f を用いて，W-エントロピーを∫
M
[t|∇f |2 + f −N ]

e−f

(4πt)N/2
dm (9.10)

85この仮定は原論文には置かれていない．Dirichlet形式の一般論「のみ」を用いて全ての出発点から Brown運
動を構成しようとすると必要になる．おそらく不要な仮定だが，ここでは念のため課しておく．

86この結果を以前に口頭発表したが，後に証明の誤りが判明した．修正はまだ終わっていない．
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と，(f , tの関数として)定める 87．一方で，これは hと tの関数でもあり，ここまでの話との
対応で言うと，相対エントロピー Entmと Fisher情報量 Im を用いた簡便な表示を持つ．今回
は (通常の慣例と異なり)そちらを定義に用いよう．また，後の議論で自然な形になるよう，関
数の代わりに分布を用いる：ν ∈ D(Entm), t > 0に対して，W-エントロピーW(ν, t)を

W(ν, t) := tIm(ν)− Entm(ν)−
N

2
log t+ c1 (9.11)

で定める．ただし，Imは，minimal relaxed gradientによる Fisher情報量 (Remark 4.6参照)

とし，定数 c1 ∈ Rは前の定義と整合するよう選ぶ (具体的な値は以下の話に影響しないし，測
度距離空間の枠組みではあまり適切な意味を持たない)．
Ricci流あるいは非負 (重みつき)Ricciテンソルをもつ重みつき Riemann多様体において，

W-エントロピーに関する最も基本的な結果は，時間単調性即ち (9.10)が tについて単調非増
加となることである．更に，この単調性は剛性を持つ．重みつきRiemann多様体 (M, g,m)の
場合であれば，

「(9.10)の t-微分が (ある tで)0であれば，(M, g)は Euclid空間となり，
更にN = dimM，即ち重み関数 V は定数関数となる」

という性質が成り立つ 88．実は，これらの性質は RCD(0, N)へと自然に拡張される．結果を
述べるため，ひとつ概念を用意する ([106, Definition 5.4]参照)．測度距離空間 (Y, dY ,mY )に
ついて，(X, d,m)が (Y, dY ,mY )の (0, N)-coneであるとは，以下をみたすことを言う．

• X = Y × [0,∞)/∼, (x, u) ∼ (y, v) ⇔ u = v = 0,

• d((x, u), (y, v)) =
√
u2 + v2 − 2uv cos(dY (x, y) ∧ π),

• m(dxdu) = uNdumY (dx).

また Y ×{0}に相当する点をXの頂点という．これは 8.2節で述べた測度距離錐の一例である．

Theorem 9.12 (W-エントロピーの単調性と剛性) (X, d,m)をRCD(0, N)空間とし，N ≥ 2

とする．このとき，以下が成り立つ：

(i) 各 µ ∈ P2(X)に対し，W(P ∗
t µ, t)は tについて単調非増加．

(ii) ある t > 0で lim
δ↓0

W(P ∗
t+δµ, t+ δ)−W(P ∗

t µ, t)

δ
= 0とする．このとき，ある x0 ∈ X が

存在し，µ = δx0となる．更に，あるRCD(N−2, N−1)空間 (Y, dY ,mY )で，(Y, dY ,mY )

の (0, N − 1)-coneと (X, d,m)は測度距離空間として同型 89になるものがある．またこ
のとき，x0は coneの頂点．

この結果は中国科学院のX.-D. Li氏との (進行中の)共同研究による．なお，(ii)の結論が成り
立つとき，W(P ∗

t µ, t)は tに依存しない．従って (ii)の主張は逆も成り立つ．また，(i)はXが
コンパクトの場合には既に知られている [92]．[92]の証明は解析的な計算と近似に基づくもの

87Perelmanは，W-エントロピーを Ricci流の下で考えた．従って，彼自身のW-エントロピーの定義は，枠組
の違いを自然に反映するよう，若干違う形を取る．

88Ricci流の場合は，Ricci流が勾配縮小 Ricciソリトンになる．
89即ち，pushforwardで両向きに測度を対応づける等距離写像が存在する．
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で，以下で見る我々の証明の方が一般的かつ簡潔と言える．なお，(重みつき)Riemann多様体
の場合 [134, 146, 147]，Theorem 9.12に相当する主張の証明では，W(P ∗

t µ, t)の微分を具体的
に計算する．微分が非正関数の積分になることから単調性が分かり，被積分関数が 0になるこ
との帰結として剛性が得られる．そこで，微分を計算する為に空間には曲率に追加の仮定を置
いている．Theorem 9.12を (重みつき)Riemann多様体に適用する場合にその仮定は必要ない
ので，この定理は可微分空間においてすら新しい結果となっている．
Ricci流の場合に，最適輸送理論を用いたW-エントロピーの単調性の証明が知られている

[177]．その証明では，輸送費用関数として Perelmanの L-汎関数と呼ばれる時空間曲線の汎
関数の最小値 (L-距離)を採用する．そこで，適当な rescalingの下で，熱分布間の最適輸送費
用が時間について単調非増加になることをまず示し，その評価を熱分布のズレについて微分す
ることでW-エントロピーの単調性を導く．実は，その時考える最適輸送費用の rescalingが，
K = 0のときの (C)′(あるいは (4.17))に類似している．この類似に基づき，(C)′に対して [177]

と同様の計算を遂行すると，そこから (i)が従う．つまり，[177]で見た最適輸送費用の単調性
公式は，K = 0の場合の (C)′に対応している．これが，以下で述べる (i)の証明の背景になっ
ている．

Proof. 例によって概略だが，特に雰囲気を伝えることのみを目指して書いた．従って，「読
者が自力で厳密に補完できるように」ということは考慮から外した．簡単のため，µ = δx0 を
仮定する．まず，各 t > 0で 90

lim
δ↓0

W2(P
∗
t+δµ, P

∗
t µ)

2

δ2
= Im(P

∗
t µ)

が成り立つことを注意する．これは，(6.11)で等号が成り立つことを意味する (Theorem 6.9

の証明を読めば，等号が成立することが分かる)．α > 0, t > s > 0とする．また δ > 0とす
る．(C)′のK = 0の式から，

W2(P
∗
t µ, P

∗
t+tαδµ)

2

δ2
≤
W2(P

∗
s µ, P

∗
s+sαδµ)

2

δ2
+ 2N

(√
(t− s) + (tα − sα)δ −

√
t− s

δ

)2

を得る．この式で δ ↓ 0として，

t2αIm(P
∗
t µ) ≤ s2αIm(P

∗
s µ) +

N

2

(tα − sα)2

t− s
(9.12)

を得る．この式を α = 1で適用すると，t2Im(P ∗
t µ)−Nt/2が tについて単調非増加と分かる．

ここで (6.9)を使えば，形式的には

d

dt
W(P ∗

t µ, t) =
1

t

d

dt

(
t2Im(P

∗
t µ)−

Nt

2

)
(9.13)

となる 91．よって前述の単調性から (i)を得る．
仮定と (9.13)から，

Im(P
∗
t µ) =

N

2t
(9.14)

90正確には「t-a.e.」である．
91この式の両辺に Im(P

∗
t µ)の t-微分が登場するが，微分可能性は一般には不明．実際の証明では，微分の代わ

りに (微小)差分を考える．
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が成り立つと予測される．(9.12)をうまく使うと，厳密にこれが示せる．ここで，熱核密度 pt

(存在は Proposition 7.11で保証済み)を用いて，P ∗
t µ = pt(x0, ·)mと書ける．よって，Li-Yau

不等式 [90, Theorem 1.1]
|∇pt(x0, ·)|2∗
pt(x0, ·)2

− Lpt(x0, ·)
pt(x0, ·)

≤ N

2t
(9.15)

と (9.14)を組み合わせると，Li-Yau不等式においてm-a.e.で等号が成立することが容易に分
かる．よって，Proposition 9.6で存在が保証されている ψ ∈ C0(X) ∩ D(L)に対して，

N

2t

∫
X
ψ dm =

∫
X

(
|∇pt(x0, x)|2∗
pt(x0, x)2

− Lpt(x0, x)
pt(x0, x)

)
ψ(x)m(dx)

= −
∫
X
L(log pt(x0, x))ψ(x)m(dx)

= −
∫
X
log pt(x0, x)Lψ(x)m(dx).

ここで，精密な熱核評価 [91, Theorem 1.1]から，ptのVaradhan型短時間漸近挙動

lim
t↓0

4t log pt(x0, x) = −d(x0, x)2

が従う．よって， ∫
X
d(x0, x)

2Lψ(x)m(dx) = 2N

∫
X
ψ dm

を得る．これは，K = 0の場合の Laplacian比較定理 [70, Corollary 5.15] で等号が成立して
いることに他ならない．(重みつき)Riemann多様体の枠組であれば，Laplacian比較定理の等
号成立条件により，ここから直ちに結論を得る．測度距離空間では，体積剛性 [71]の議論を踏
襲することで結論に至る．実際，Laplacian比較定理の等号成立は，[71]の主定理の証明でも
経由している ([71, Proposition 3.7])． □
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Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 46 (2010), no. 1, 1–23.

[54] M. Erbar and M. Huesmann, Curvature bounds for configuration spaces, Calc. Var.

Partial Differential Equations 54 (2015), 397–430.

[55] M. Erbar, K. Kuwada, and K.-Th. Sturm, On the equivalence of the entropic curvature-

dimension condition and Bochner’s inequality on metric measure spaces, Invent. Math.

201 (2015), no. 3, 993–1071.

[56] M. Erbar and J. Maas, Ricci curvature of finite Markov chains via convexity of the

entropy, Arch. Ration. Mech. Anal. 206 (2012), 997–1038.

[57] S. Fang, J. Shao, and K.-Th. Sturm, Wasserstein space over the wiener space, Probab.

Theory Related Fields 146 (2010), no. 3–4, 535–565.

[58] A. Fathi and A. Figalli, Optimal transportation on non-compact manifolds, Israel J.

Math. 175 (2010), 1–59.

[59] M. Fathi, A gradient flow approach to large deviations for diffusion processes, To appear

in J. Math. Pures Appl. Available at arXiv:1405.3910.

[60] M. Fathi and J. Maas, Entropic Ricci curvature bounds for discrete interacting systems,

Ann. Appl. Probab. 26 (2016), 1774–1806.

[61] M. Fathi and M. Simon, The gradient flow approach to hydrodynamic limits for the sim-

ple exclusion process, To appear in Particle Systems and Partial Differential equations

III, Springer Proceedings in Mathematics & Statistics. Available at arXiv:1507.06489.

[62] A. Figalli and N. Gigli, A new transportation distance between non-negative measures,

with applications to gradients flows with Dirichlet boundary conditions, J. Math. Pures

Appl. (9) 94 (2010), 107–130.

[63] , Local semiconvexity of Kantorovich potentials on non-compact manifolds,

ESAIM Control Optim. Calc. Var. 17 (2010), 648–653.

[64] M. Fukushima, Y. Oshima, and M. Takeda, Dirichlet forms and symmetric Markov

processes, second ed., de Gruyter Studies in Mathematics, 19, Walter de Gruyter &

Co., Berlin/New York, 2011.

[65] N. Garofalo and A. Mondino, Li-Yau and Harnack type inequalities in RCD∗(K,N)

metric measure spaces, Nonlinear Anal. 95 (2014), 721–734.

[66] N. Ghoussoub, Y.-H. Kim, and T. Lim, Structure of optimal martingale transport plans

in general dimensions, Preprint. Available at arXiv:1508.01806.

[67] N. Gigli, Nonsmooth differential geometry - An approach tailored for spaces with Ricci

curvature bounded from below, Preprint. Available at arXiv:1407.0809.

84



[68] , The splitting theorem in non-smooth context, Preprint. Available at

arXiv:1302.5555.

[69] , On the heat flow on metric measure spaces: existence, uniqueness and stability,

Calc. Var. Partial Differential Equations 39 (2010), no. 1–2, 101–120.

[70] , On the differential structure of metric measure spaces and applications, Mem.

Amer. Math. Soc. 236 (2015).

[71] N. Gigli and G. De Philippis, From volume cone to metric cone in the nonsmooth

setting, Preprint. Available at arXiv:1512.03113.

[72] N. Gigli and B.-X. Han, The continuity equation on metric measure spaces, Calc. Var.

Partial Differential Equations 53 (2015), 149–177.

[73] , Independence on p of weak upper gradient on RCD spaces, J. Funct. Anal.

271 (2016), 1–11.

[74] N. Gigli, K. Kuwada, and S. Ohta, Heat flow on Alexandrov spaces, Comm. Pure

Appl. Math. 66 (2013), no. 3, 307–331.

[75] N. Gigli, A. Mondino, and T. Rajala, Euclidean spaces as weak tangents of infinitesi-

mally Hilbertian metric spaces with Ricci curvature bounded below, Preprint. Available

at arXiv:1304.5359.
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