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本稿をお読みになる際の注意点：本稿では当該分野特有の考え方を伝えるこ
とを主な目的としており, 厳密な議論を展開することよりも heuristicsを述べる
ことが多いことにご注意ください. 細部よりも全体の流れおよび主要な概念に焦
点をあててお読みくださると幸いです.

1 導入

この講義の目的は 2次元離散ガウス自由場 (DGFF)の極大値に関する最近の研究
動向を紹介することである. この講義ノートの構成は次の通り：

• 第 2章： DGFFの最大値の収束

• 第 3章： DGFFの極大値過程の収束

• 第 4章： 被覆時間・局所時間の極大値

• 第 5章： 対数相関をもつランダム場の普遍性

第 2章ではN ×N 正方形上のDGFFの最大値がN → ∞とするときGumbel分
布のランダムシフトに収束することを紹介する. この章の内容は Bramson-Ding-
Zeitouni氏らの論文 [38]にもとづく.
第 3章では Biskup-Louidor氏らの一連の研究結果を概観する. Biskup氏は氏

らの研究をまとめた講義録を公開している [27]. この講義録はDGFFの最適な入
門書であり, 第 3章の執筆では大いに参考にした.
第 4章では被覆時間・局所時間の極大値に関する研究の流れを概観する. 第 5

章では BBM・BRWの関連する研究を紹介し, 対数相関をもつランダム場の極大
値統計において成り立つと信じられている普遍性について簡単に触れる.

Bramson-Ding-Zeitouni氏らおよび Biskup-Louidor氏らの哲学はともに「分
枝ランダムウォーク (BRW)の解析に近いものに帰着させる」という点で共通し
ている1. しかし, 両者の解析手法は大きく異なる. Bramson-Ding-Zeitouni氏ら
の手法は「DGFF の分布を他の解析しやすいガウス場の分布で近似する」とい
うものである. DGFF の分布を近似するものとして「変形分枝ランダムウォー
ク (MBRW)」と呼ばれるものが登場する. この名称のとおり, MBRWで近似す

∗yabe@math.gakushuin.ac.jp
1感覚的な言葉でいえば DGFFをつぎのようなもので近似する：Z2 の各点にランダムウォークが

対応しており, それらは対数相関している.
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ることによって BRWの解析に近いものに帰着させることができる. この手法で
はガウス場の比較定理 (Slepianの補題)が重要な道具として使われている. 一方,
Biskup-Louidor氏らの手法は「各点を中心とした正方形列の層に対応させる形で
DGFFを独立な小片に分解する」というものである. Biskup-Louidor氏らはこの
分解を”concentric decomposition”と呼んでいる. 本稿では Biskup-Louidor分解
と呼ぶことにする. Biskup-Louidor分解の主要部はランダムウォーク (RW)であ
り, DGFFを RW表現することにより BRWの研究手法を援用できる.
以下では, 本稿を通して用いる記号, 基本的な定義, および前提とする DGFF

の先行研究を紹介する. 第 2章では正方形上の DGFFを扱うが第 3章では R2の
様々な有界な開集合の離散近似上でのDGFFを考える. そこでまず扱う開集合の
クラスとその離散近似を定義する.

定義 1.1 (許容可能な開集合, [27, Definition 1.14]) D ⊂ R2 が有限個の連結成
分から成る有界な開集合であり, その境界 ∂Dが正のユークリッド直径をもつ有
限個の連結成分から成るとき, Dは許容可能な開集合であるといい, その集合族
をDと表記する.

定義 1.2 (許容可能な離散近似, [27, Definition 1.16]) つぎの 2条件2 を満たす
とき, {DN : N ≥ 1}をD ∈ Dの許容可能な離散近似とよぶ：

1. ∃N0 ∈ N, ∀N ≥ N0, DN ⊂ {x ∈ Z2 : d∞( xN , D
c) > 1

N }

2. ∀δ > 0,∃N1 ∈ N,∀N ≥ N1, DN ⊃ {x ∈ Z2 : d∞( xN , D
c) > δ}.

ただし, d∞(x, y)を Z2 上の ℓ∞-距離とする.

離散Gauss自由場を定義するためにまずは (離散) Green関数を定義する. V ⊂ Z2

が与えられたとき, Green関数 GV (x, y)を次で定義する：

GV (x, y) := Ex

[
τ∂V −1∑
i=1

1{Xi=y}

]
. (1.1)

ただし, (Xi)i≥0 は V 上の単純ランダムウォーク (SRW)であり, 各 A ⊂ V に対
して, τA := min{i ≥ 0 : Xi ∈ A}とする. また, V ⊂ Z2が与えられたとき, V の
境界 ∂V を ∂V := {x /∈ V : ∃y ∈ V, d∞(x, y) = 1} と定義する.

定義 1.3 (2次元離散ガウス自由場) V ⊂ Z2 が与えられたとする. V 上の離散
ガウス自由場 (DGFF) とは RV -値ガウス確率変数であり, 期待値は 0, 共分散は
Green関数で与えられるものである：

E[hVx ] = 0, E[hVx h
V
y ] = GV (x, y), ∀x, y ∈ V.

DGFFの性質で最も重要なものは次の Gibbs-Markov性3である：

2離散調和関数が連続調和関数に収束するために必要な条件である.
3領域Markov性と呼ぶのが一般的かもしれない. 本稿では Biskup-Louidor氏らの呼び方を採用

する.
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補題 1.4 (Gibbs-Markov性) ∅ ̸= U ⊊ V ⊊ Z2 が与えられたとする. V \U にお
いて境界値 hV をもち, U 上で離散調和なランダム関数を

φV,Ux := E
[
hVx |σ(hVz : z ∈ V \U)

]
(1.2)

とおく. このとき,
hV − φV,UとφV,Uは独立であり,

hV − φV,U
law
= hU .

ただし,
law
= は左辺と右辺の分布が等しいことを表す. つまり, V 上の DGFF

(hVx )x∈V を次のように U 上の DGFF hU と φV,U に分解できる：

(hVx )x∈V
law
= (hUx + φV,Ux )x∈V , hUとφV,Uは独立.

補題 1.4の証明については例えば [27, Lemma 3.1]をご覧ください.　

ポテンシャル核をつぎで定義する：

a(x) :=

∞∑
i=0

(P [Xi = 0] − P [Xi = x]) ((Xi)i≥0 は原点出発 SRW). (1.3)

また, ある c0 ∈ Rが存在して,

a(x) =
2

π
log |x| + c0 +O(|x|−2) (1.4)

が成り立つ. 例えば [27, Lemma 1.21]およびそこに挙げられている文献をご覧く
ださい. ポテンシャル核を用いた Green関数のつぎの表現は便利である：

補題 1.5 (Green関数のポテンシャル核による表現, (例えば [27, Lemma 1.19])
V ⊂ Z2 を有界な部分集合とする. 任意の x, y ∈ V に対して,

GV (x, y) =
∑
z∈∂V

Px[Xτ∂V
= z]a(y − z) − a(x− y). (1.5)

ただし, (Xi)i≥0 は Z2 上の SRW, τA := min{i ≥ 0 : Xi ∈ A}.

離散から連続へ議論を展開する際, 連続調和測度による離散調和測度の近似が役
立つ. その近似をみるために連続調和測度を定義する. 各開集合 D ⊂ R2 および
x ∈ Dに対して, 連続調和測度をつぎで定義する：

ΠD(x,A) = Px (BτDc ∈ A) , A ⊂ ∂D.

ただし, (Bt)t≥0 は標準 Brown運動で

τDc = inf{s ≥ 0 : Bs /∈ D}.

離散調和測度は連続調和測度に弱収束する：
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補題 1.6 (離散調和測度から連続調和測度へ, [29, Lemma A.1]または [27, Lemma
1.23]) D ∈ Dおよび許容可能な D の離散近似 (DN )N≥1 を任意にとる. 任意の
有界連続関数 f : R2 → Rに対して, つぎが x ∈ Dに関して広義一様に成り立つ：

lim
N→∞

∑
z∈∂DN

P⌊xN⌋[Xτ∂DN
= z]f(

z

N
) =

∫
D

ΠD(x, dz)f(z), x ∈ D. (1.6)

ただし, (Xi)i≥0 は Z2 上の SRW.

Green関数の漸近挙動はつぎのとおり：

補題 1.7 ([27, Theorem 1.17]) ある c0 ∈ Rが存在して, 任意の許容可能な開集
合D ∈ DとDの任意の許容可能な離散近似 (DN )N≥1に対して以下が成り立つ：
(1) 任意の x ∈ Dに対して,

GDN (⌊xN⌋, ⌊xN⌋) =
2

π
logN + c0 +

2

π

∫
∂D

ΠD(x, dz) log |x− z| + o(1). (1.7)

(2) 任意の x, y ∈ D, x ̸= yに対して,

GDN (⌊xN⌋, ⌊yN⌋) = − 2

π
log |x− y|+ 2

π

∫
∂D

ΠD(x, dz) log |y− z|+ o(1). (1.8)

この証明は離散調和測度が連続調和測度に弱収束すること (補題 1.6)およびGreen
関数のポテンシャル核による表現 (補題 1.5)による.

本稿では詳しく述べないが 2次元 DGFFの極大値の研究では重要な結果を羅列
する. 本稿ではこれらの結果を前提として話を進める.

まず 2次元 DGFFの最大値に関する研究の出発点としてN ×N 正方形

VN := (0, N)2 ∩ Z2

上のDGFFの最大値の第 1次項は 2
√

2
π logNであることがBolthausen-Deuschel-

Giacomin氏らにより示されている：

定理 1.8 (第 1 次オーダー [32]) 任意の ε > 0 に対して, つぎの事象の確率は
N → ∞のとき 1に収束する：

(1 − ε)2

√
2

π
logN ≤ max

x∈VN

hVN
x ≤ (1 + ε)2

√
2

π
logN.

定理 1.8により λ > 1のとき, hVN
x ≥ λ · 2

√
2
π logN となる x ∈ VN は高確率で存

在しない. では, λ ∈ (0, 1)のときはどのようなことがいえるであろうか? このこ
とについて初めに調べたのは Daviaud氏である4：

4最近 Biskup-Louidor 氏らがより強い結果を得ている [31]. 定理 3.14 もご覧ください.

4



定理 1.9 (Thick points [48]) 任意の λ ∈ (0, 1)および ε > 0に対して, つぎの事
象の確率はN → ∞のとき 1に収束する：

N2(1−λ2)−ε ≤

∣∣∣∣∣
{
x ∈ VN | hVN

x ≥ λ · 2

√
2

π
logN

}∣∣∣∣∣ ≤ N2(1−λ2)+ε.

当時,「(maxx∈VN
hVN
x −E[maxx∈VN

hVN
x ])N≥1 は緊密化か?」という大きな問いが

あったが長らく未解決であった. 突破口を切り開いたのは Bolthausen, Deuschel,
Zeitouni氏らである：

定理 1.10 (緊密性 [33, 41]) (maxx∈VN
hVN
x − E[maxx∈VN

hVN
x ])N≥1 は緊密.

この論文 [33]は数ページながら 2次元 DGFFの最大値の研究を一気に加速させ
たインパクトのある論文である. それだけでなく Gibbs-Markov性 (補題 1.4)を
エレガントに使う議論を提示しておりその議論はそれ以後になされた研究の基盤
になっているといっても過言ではない. 実は [33] では部分列の緊密性のみが示さ
れている. [33]の議論から E[maxx∈VN

hVN
x ]の第 2次項まで精密に評価できれば

「部分列」という条件は外せる (つまり全列が緊密であることがいえる). それを実
行したのが Bramson-Zeitouni氏らである：

定理 1.11 (第 2次オーダー [41, Theorem 1.2])

E
[

max
x∈VN

hVN
x

]
= mN +O(1).

ただし,

mN := 2

√
2

π
logN − 3

4

√
2

π
log logN. (1.9)

Bramson氏は 1978年に [36]において分枝Brown運動の最大値の第 2次項まで精
密に評価する研究を行っているが, 実はその解析手法が定理 1.11でも援用されて
いる. それを可能にしているのがガウス場の比較定理であり, [41]においてDGFF
の分布を近似するものとして変形分枝ランダムウォークが初めて登場する. これ
については第 2章で詳しく述べる.
定理 1.11よりDGFFの最大値の近似値はmN であるが, mN 付近の値をとる

2点の配置は「非常に近い」か「非常に離れている」かのいずれかである：

定理 1.12 ([57, Theorem 1.1]) ある正定数 cが存在して,

lim
r→∞

lim
N→∞

P
[
∃u, v ∈ VN , r ≤ |u− v| ≤ N

r
かつ hVN

u , hVN
v ≥ mN − c log log r

]
= 0.

(1.10)

定理 1.12より, 最大値付近の値をとる点達は非常に小さなクラスターを形成し,
それらのクラスター同士は十分離れている, と想像される. このイメージを厳密
化した方々が Biskup氏と Louidor氏であり, 3章でこの話題を概説する.
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2 DGFFの最大値の収束

本章ではN ×N 正方形
VN := (0, N)2 ∩ Z2

上のDGFF hVN の最大値から (1.9)で定義したmN を引いたものがN → ∞のと
きGumbel分布のランダムシフトに収束することを示したBramson-Ding-Zeitouni
氏らの論文 [38]の内容を概観する. 本章の目標は次の定理である：

定理 2.1 ([38, Theorems 1.1, 2.5])確率変数列 (maxv∈VN
hVN
v −mN )N≥1はN →

∞のとき非退化な確率変数に法則収束する. さらにその極限の分布関数を F∞(x)
とおくと, つぎが成り立つ：ある正値確率変数 Z 5 とある正定数 a⋆ が存在して,

F∞(x) = E
[
e−a⋆Ze

−
√

2πx
]
. (2.1)

注 2.2 (Update) 定理 2.1の F∞(x)は独立なガウス場の最大値の極限分布関数と
は異なるクラスに属する. 実際, 独立なガウス場の最大値の分布関数は Gumbel
分布

Λ(x) = exp{−e−x}

に収束するが6, 定理 2.1の F∞(x) はGumbel分布ではない. このことはつぎの漸
近挙動からわかる：ある正定数 cが存在して, x→ ∞のとき

1 − F∞(x) ∼ cxe−
√
2πx.

Bramson-Ding-Zeitouni氏らの手法の軸は「ガウス場の比較定理を用いてDGFF
の分布を (変形)分枝ランダムウォークの分布で近似する」ことである. ガウス場
の比較定理としてつぎの Slepianの補題を度々使う：

補題 2.3 (Slepianの補題) I を有限集合とする. (Yi)i∈I と (Zi)i∈I は期待値 0の
ガウス確率変数の族であり, つぎを満たすとする：

E[(Yi)
2] = E[(Zi)

2], ∀i ∈ I,

E[(Yi − Yj)
2] ≤ E[(Zi − Zj)

2], ∀i, j ∈ I.

このとき, 任意の x ∈ Rに対して

P[max
i∈I

Yi ≥ x] ≤ P[max
i∈I

Zi ≥ x].

補題 2.3の証明については例えば [27, Corollary 5.9]の証明をご覧ください. 本章
では簡単のため

N = 2n (n ∈ N) (2.2)

と表せる場合のみを考える. (2.2)を仮定する理由は本章の議論では度々VN の 2
進分解を考えるためである.

5(Update) Biskup-Louidor 氏らの結果 (定理 3.1) により Z は定数因子の違いを除いて (0, 1)2

上の臨界的 Liouville 量子重力測度の全測度 Z(0,1)2 ((0, 1)2) と同分布である.
6例えば [72] をご覧ください.
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2.1 分枝ランダムウォーク

本節ではDGFFの分布を近似する分枝ランダムウォーク (BRW)を定義し, DGFF
の最大値分布をBRWの最大値分布で上から評価できること (命題 2.6)を概説する.

BRWを定義するためにまずはいくつか記号を準備する.

• (VN の 2進分解)

BDj :=
{

(i12j , i22j) + V2j : 0 ≤ i1, i2 ≤ 2j − 1
}
. (2.3)

特に, 各点 v ∈ VN に対して,

BDj(v) :=点 vを含む BDj に属する正方形 (2.4)

とおく.

• (VN の 2進分解上にのるガウス確率変数)

(ϕN,j,B)j≥0,B∈BDj(v) = i.i.d. N(0,
2 log 2

π
)-確率変数の族 (2.5)

ただし, N(m,σ2)-確率変数という場合, 期待値 0, 分散 σ2 のガウス分布に
従う確率変数を指す.

BRWをつぎのように各点を追跡する正方形 (2.4)上にのっているガウス確率変数
(2.5)を足し合わせたものとして定義する：各 v ∈ VN に対して,

ϑv,N :=

n−1∑
j=0

ϕN,j,BDj(v) (2.6)

とおき, これを分枝ランダムウォーク (BRW) と呼ぶ. BRWは分枝構造を与えれ
ば定義できるものであり, (2.6)は特別な場合に過ぎない. ではどこに分枝構造が
あるかといえば VN の 2進分解の中にそれを見出すことができる. 実際, VN の 2
進分解を (深さ nの)4分木と対応付けることができ7, その意味で (2.6)を 4分木
上の BRWとみなすことができる.

Slepianの補題を使って DGFFおよび BRWの最大値分布を比較するために
DGFFおよび BRWの共分散の評価が必要である. DGFFの共分散は Green関
数で与えられるのでその精密な評価はよく知られている：

補題 2.4 (DGFFの共分散評価) 任意の δ ∈ (0, 1
100 )に対して, ある正定数 C =

C(δ)が存在して, 任意の u, v ∈ V δN に対して,∣∣∣∣Cov(hVN
x , hVN

y ) − 2 log 2

π
(n− (0 ∨ log2 |u− v|))

∣∣∣∣ ≤ C.

ただし, V δN を VN の境界から δN 以上離れた部分とする：

V δN := {x ∈ VN : d∞(x, ∂VN ) ≥ δN}. (2.7)

7各 0 ≤ j ≤ nに対して, BDn−j は 4分木の第 j 世代目に対応する. 特に正方形 VN は 4分木の
根 (root) に対応し, VN の各点は深さ n の 4 分木の葉 (leaf) に対応する.
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この証明は例えば [48, Lemma 2.1]を参照のこと. 定義 (2.6)より比較的容易に
BRWの分散および共分散の上からの評価を得ることができる.

補題 2.5 (BRWの分散・共分散評価) ある正定数Cが存在して, 任意の u, v ∈ VN ,
u ̸= vに対して,

Var(ϑu,N ) =
2 log 2

π
n,

Cov(ϑu,N , ϑv,N ) ≤ 2 log 2

π
(n− log2 |u− v|) + C.

残念ながら補題 2.5で述べている共分散の上からの評価に対応するような下から
の評価を得ることはできない. この欠点を解消するために 2.3節で変形分枝ラン
ダムウォークを導入する.
補題 2.5の証明概略 分散については定義より明らか. 共分散評価では u, v を追
跡する正方形列 (BDj(u))nj=0, (BDj(v))nj=0 の分枝構造を使う. 追跡する正方形
が十分大きければ u, vを両方含んでいるが正方形が小さくなるにつれていつかは
u, v を同時に含むことはできなくなる. その枝分かれがおこるときの正方形のサ
イズを 2k とする. すなわち,

k := max{j ∈ {0, . . . , n} : BDj(u) ̸= BDj(v)}

とおく. この定義より, u, vは同じ 2k+1×2k+1正方形に含まれるので |u−v| ≤
√

2·
2k+1が成り立つ. またBRWの定義 (2.6)より, Cov(ϑu,N , ϑv,N ) = 2 log 2

π (n−k−1).
これらより BRWの共分散評価を得ることができる. □
補題 2.4, 2.5, および Slepianの補題 (補題 2.3) を使って, DGFFの最大値の右

裾分布を BRWの最大値の右裾分布で上から評価することができる：

命題 2.6 ある正定数 κ > 0が存在して, 任意の λ ∈ Rに対して,

P
[

max
v∈VN

hVN
v ≥ λ

]
≤ 4P

[
max
v∈V2κN

ϑv,2κN ≥ λ

]
.

証明 Slepianの補題の仮定を満たすようにするために少し技巧的なことをする.
まず補題 2.4の仮定にもあるように考えている点が正方形の境界から十分離れて
いないと DGFFの共分散の一様な評価は使えないので hVN をいきなり考えるの
ではなく, まずは大きめの正方形 V4N 上のDGFF hV4N を考え, hV4N を境界から
離れた部分に制限したものの分布と BRWの分布を比較した後, Gibbs-Markov性
(補題 1.4) を使ってもとの hVN の分布に帰着させる. 具体的には以下のように考
える.

κ > 0をひとまず固定しておく (後で大きさを調整する). V4N の部分正方形
(2N, 2N) + VN から V2κN への写像 ψN を ψN (v) = ( 1

22κN, 122κN) + 2κ−3v と定
義する8. (hV4N

v )v∈(2N,2N)+VN
および (ϑψN (v),2κN )v∈(2N,2N)+VN

の最大値分布を
Slepianの補題を使って比較したい. (2N, 2N) + VN ⊂ V4N は ∂V4N から十分離
れているので DGFFの共分散の評価 (補題 2.4)を使うことができ, Var(hV4N

v ) =
2 log 2
π (n + 2) + O(1), ∀v ∈ (2N, 2N) + VN を得る. また BRWの定義 (2.6) よ

8このように ψN を定義する理由は (2.9) が成立するようにするためである. (2.9) の前の記述も
ご覧ください.
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り Var(ϑψN (v),2κN ) = 2 log 2
π (n + κ), ∀v ∈ (2N, 2N) + VN . Slepianの補題では

比較する 2つのランダム場の分散が一致していることを要求しているので微調整
が必要である. そのために DGFF hV4N と独立な N(0, 1)-確率変数 X をとり, 各
v ∈ (2N, 2N) + VN に対して, 正数 av = av(κ)をつぎを満たすようにとる9：

Var(hV4N
v + avX) = Var(ϑψN (v),2κN ), ∀v ∈ (2N, 2N) + VN . (2.8)

さらにDGFF・BRWの共分散評価 (補題 2.4, 2.5)を使うと, ∀u, v ∈ (2N, 2N)+VN
に対して, E[{(hV4N

u + auX) − (hV4N
v + avX)}2] = 4 log 2

π log2 |u − v| + O(1),

E[(ϑψN (u),2κN − ϑψN (v),2κN )2] ≥ 4 log 2
π (log2 |u− v|+ κ) +O(1). 後者の評価にお

いて |ψN (u) − ψN (v)| = 2κ−3|u− v|であることから κの項が出てくるのである.
このおかげで κを十分大きくとるとつぎが成り立つ：∀u, v ∈ (2N, 2N) + VN に
対して,

E
[{

(hV4N
u + auX) − (hV4N

v + avX)
}2] ≤ E

[
(ϑψN (u),2κN − ϑψN (v),2κN )2

]
.

(2.9)
(2.8)と (2.9)によりSlepianの補題 (補題 2.3)を使って (hV4N

v +avX)v∈(2N,2N)+VN

および (ϑψN (v),2κN )v∈(2N,2N)+VN
の最大値分布を比較できる： 任意の λ ∈ Rに

対して,

P
[

max
v∈(2N,2N)+VN

(hV4N
v + avX) ≥ λ

]
≤ P

[
max

v∈(2N,2N)+VN

ϑψN (v),2κN ≥ λ

]
.

(2.10)
つぎに (2.10)の左辺から X を消し, さらに hV4N を hVN を置き換えたい. まず,
事象 {X ≥ 0}のもとではmax(hV4N + avX) ≥ maxhV4N であり, X は hV4N と独
立なので, (2.10)の左辺は下から 1

2P[maxv∈(2N,2N)+VN
hV4N
v ] で評価できる. これ

を hVN の最大値分布に帰着させるために Gibbs-Markov性 (補題 1.4)を使う：

hV4N
law
= h(2N,2N)+VN + φV4N ,(2N,2N)+VN .

ただし, 右辺の h(2N,2N)+VN と φV4N ,(2N,2N)+VN は独立である. 最大値をとる点
を v⋆ := argmaxh(2N,2N)+VN とおくと, h(2N,2N)+VN と φV4N ,(2N,2N)+VN の独立
性より

P
[

max
v∈(2N,2N)+VN

hV4N
v ≥ λ

]
≥ P

[
max

v∈(2N,2N)+VN

h(2N,2N)+VN
v ≥ λ, φV4N ,(2N,2N)+VN

v⋆ ≥ 0

]
≥ 1

2
P
[

max
v∈(2N,2N)+VN

h(2N,2N)+VN
v ≥ λ

]
. (2.11)

最後にh(2N,2N)+VN
law
= hVN およびmaxv∈(2N,2N)+VN

ϑψN (v),2κN ≤ maxv∈V2κN
ϑv,2κN

に注意すれば (2.10)および (2.11) より欲しかった主張が得られる. □

9暗に Var(h
V4N
v ) < Var(ϑψN (v),2κN ) ∀v ∈ (2N, 2N) + VN を満たすくらい κ は十分大きく

とっている.
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2.2 DGFFの最大値の右裾分布：上からの評価

本節では前節の命題 2.6 を使ってDGFFの最大値の右裾分布を上から精密に評価
する. 本節の目標は次の命題の証明を概説することである：

命題 2.7 ([38, Lemma 3.8]) ある正定数 c1, c2が存在して, 任意のN ∈ Nと任意
の z ≥ 1 に対して,

P
[

max
v∈VN

hVN
v ≥ mN + z

]
≤ c1ze

−
√
2πze−c2

z2

n . (2.12)

ただし, mN は (1.9)で定義したものである.

命題 2.6 より, つぎの BRWの解析に帰着できる：

命題 2.8 ある正定数 c1, c2 が存在して, 任意のN ∈ Nと任意の z ≥ 1 に対して,

P
[

max
v∈VN

ϑv,N ≥ mN + z

]
≤ c1ze

−
√
2πze−c2

z2

n . (2.13)

この証明で大事な点は BRWが最大値にいたる「途中過程」が存在すること, そ
の途中過程で BRWは好き勝手な値をとれるわけではなく, ある制限 (ある「障
壁」を超えない)のもとで最大値にいたる, という点である10. ここでいう「途中
過程」, 「障壁」が何であるかを説明するために BRWの定義 (2.6)を思い出そ
う. 各 v ∈ VN に対して, ϑv,N は n-ステップ RWなので自然に時刻を導入するこ
とができる11. よって, 途中過程とは時刻 0から時刻 nまでを指す. BRWが最大
値mN に達するとき, BRWは時刻とともに 0からmN まで直線的に揺らぎをも
ちつつ増加するだろう. しかし, その揺らぎは極端には大きくならない. その上限
を与えるのが「障壁」である. 大雑把にいうと障壁は (直線)+(小さなこぶ)で与
えられる. この障壁を超えない確率の評価は BRWの最大値分布の解析では必須
であり, しばしば「障壁評価」 (barrier estimate)と呼ばれる. 今の場合, 実は障
壁評価はドリフトつきBrown運動が (直線)+(小さなこぶ)を超えない確率の評価
に帰着される. その確率は同じ Brown運動が直線を超えない確率と大差ないこと
がいえ, そのような性質はしばしば「エントロピー的反発」 (entropic repulsion)
と呼ばれる12. したがって, Brown運動の反射原理を用いれば障壁評価を得るこ
とができる.
命題 2.8の証明概略.

ステップ 1：BRWにBrown運動を対応させる. BRWの定義 (2.6)を思い出す.

BRWを連続過程に拡張するために各ϕN,j,BDj(v)をBrown運動 (ϕN,j,BDj(v)(t))t∈[0,1]

に置き換える. ただし, Brown運動の族 (ϕN,j,BDj(v)(t))t∈[0,1], v ∈ VN , 0 ≤ j ≤

n − 1 は独立でありその分布は (
√

2 log 2
π Bt)t∈[0,1] ((Bt)t∈[0,1] は 0 出発の標準

10最大値に至る途中過程において値を制限する障壁が存在する, という考え方は BRW に限らず対
数相関をもつランダム場の極大値を解析するときに欠かせないものである.

11ただし, BRWの定義は VN の 2進分解に対応しているため, 大きい正方形から小さい正方形に向
かう方向を時間の向きとするのが自然である. すなわち, BRWは時刻 j で位置 ϕN,n−1,BDn−1(v)

+

ϕN,n−2,BDn−2(v)
+ . . .+ ϕN,n−j,BDn−j(v)

にいると考える. 表記と時間の向きが逆なのでややこ

しいが本稿では [38] の表記に従う.
12このエントロピー的反発も対数相関をもつランダム場の極大値の解析では欠かせない性質である.
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Brown 運動) の分布に等しいものとする. すなわち, 次のように BRW を連続
過程 (ϑv,N (t))t∈[0,n] に拡張する：

ϑv,N (t) :=

n−1∑
j=n−⌊t⌋

ϕN,j,BDj(v)(1) + ϕN,n−⌊t⌋−1,BDn−⌊t⌋−1(v)
(t− ⌊t⌋). (2.14)

このとき, 各 v ∈ VN に対して,

(ϑv,N (t))t∈[0,n]
law
=

(√
2 log 2

π
Bt

)
t∈[0,n]

(2.15)

が成り立つ. ただし, (Bt)t∈[0,n] は 0出発の標準 Brown運動である.
このように連続過程にする利点は先に述べた障壁評価を Brown運動の反射原理
に帰着できる点にある. 感覚的には BRWを分枝 Brown運動 (BBM)に置き換え
たとみなせる. 以下では (2.14)で定義した (ϑ·,N (t))t∈[0,n] のことを BBMと呼ぶ
ことにする.

ステップ 2：障壁の設定. ステップ 1では BRWを BBMに置き換えた. さらに
(2.15)のとおり, v ∈ VN を固定すれば BBMは Brown運動なので設定する障壁
は Brown運動に対するものを考えればよい. z ≥ 1を任意にとる. Brown運動が
時刻 nでmN + zに達する場合, Brown運動は直線 mN

n t+ z, t ∈ [0, n]のまわり
で揺らいでいるだろう. その揺らぎの上限を ψN (t)とおくと, Brown運動に対す
る障壁を

mN

n
t+ ψN (t) + z (2.16)

と設定できる. 具体的に ψN (t)を与えるには BBMが障壁 (2.16) を超える確率を
小さくできることを示せばよい. そのために次の事象を考える：

GN (z) :=
{
∃v ∈ VN ,∃t ∈ [0, n], ϑN,v(t) ≥

mN

n
t+ ψN (t) + z

}
. (2.17)

つぎの補題は ψN を具体的にどのようにとればよいかを教えてくれる：

補題 2.9 ([38, Lemma 3.7]) ψN (t) = 10(log(t∧ (n− t)))+ + 1ととる13. このと
き, ある正定数 c1, c2 が存在して, 任意の z > 0に対して

P[GN (z)] ≤ c1ze
−
√
2πze−c2

z2

n . (2.18)

この補題より, ψN として

ψN (t) := 10(log(t ∧ (n− t)))+ + 1, t ∈ [0, n] (2.19)

ととってよいことがわかった14. 以下では ψN を (2.19)とおいて議論を進める. 補
題 2.9の証明では BBMが初めて障壁を超える時刻で場合分けし, それに応じて

13a+ := max{a, 0} と定義する.
14“10”という数に深い意味はない. 十分大きい数であればよい. また 1 を足しているのは ψN > 0
になるようにするためである.
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union boundをとる vの範囲も制限する必要がある. このため証明は複雑になる
のでここでは省略する. 証明に興味のある方は [38, Lemma 3.7]の証明をご覧く
ださい.

ステップ 3：測度変換. ステップ 2で導入した事象GN (z)が起こるか起こらない
かで分けて考えると (2.13)の左辺は上から次で評価できる：∑

v∈VN

P
[
ϑv,N (t) ≤ mN

n t+ψN (t) + z, ∀t ∈ [0, n],
ϑv,N ∈ [mN + z, mN + z + 1]

]
+ P[GN (z)]. (2.20)

ステップ 2で (2.20)の第 2項の評価をみたのでここでは第 1項を評価する. v ∈ VN
を固定する. 新たな確率測度 Qn を次で定義する：

dQn
dP

= exp

{
π

2 log 2

mN

n
ϑv,N − π

4 log 2

m2
N

n

}
. (2.21)

Girsanovの定理より, Qn のもとでは

ϑv,N (t) := ϑv,N (t) − mN

n
t, t ∈ [0, n]

の分布は (
√

2 log 2
π Bt)t∈[0,n] の分布と等しい. ただし, (Bt)t∈[0,n] は 0出発の標準

Brown運動とする. この測度Qnを使うと (2.20)の第 1項の vに対応する確率は
次のように表せる：

Qn

exp

{
− π

2 log 2

mN

n
ϑv,N − π

4 log 2

m2
N

n

}
1ϑv,N (t) ≤ ψN (t) + z, ∀t ∈ [0, n],
ϑv,N ∈ [z, z + 1]



 .
(2.22)

(2.22)の定義関数内の条件を使って指数部分を評価できる. よって, (2.22) は上か
ら次で評価できる：

eO( log n
n z)e−

π
2 log 2

mN
n ze−

π
4 log 2

m2
N
n Qn

[
ϑv,N (t) ≤ ψN (t) + z, ∀t ∈ [0, n],
ϑv,N ∈ [z, z + 1]

]
. (2.23)

さらにmN の定義 (1.9)を使って (2.23) の指数部分を評価しよう. ここは単なる
計算であるが, mN がなぜ (1.9) のような形なのかにも関わってくる重要な部分で
もあるので粗い評価は許されない.

π

2 log 2

mN

n
=

√
2π +O(

log n

n
),

π

4 log 2

m2
N

n
= (log 4) n− 3

2
log n+O(1)

より, (2.23)は上から次で評価できる：

c1e
−
√
2πz+O( log n

n z)4−nn
3
2Qn

[
ϑv,N (t) ≤ ψN (t) + z, ∀t ∈ [0, n],
ϑv,N ∈ [z, z + 1]

]
. (2.24)

ステップ 4：障壁評価. (2.21)の直後でみたように, Qn のもとで ϑv,N は Brown
運動である. よって, (2.24) の確率は Brown運動に対する障壁評価である. 障壁

12



は定数関数 z + 1に小さな「こぶ」10(log(t ∧ (n− t)))+をつけただけである. こ
のような場合, 障壁を定数関数 z + 1に置き換えても障壁評価に大差はないこと
が知られている. 先にも述べたようにこのような性質は「エントロピー的反発」
(entropic repulsion)と呼ばれる. よって,「エントロピー的反発」より (細かいこ
とを抜きにすると) (2.24) の確率は次とほぼ等しい：

Qn
[
ϑv,N (t) ≤ z + 1, ∀t ∈ [0, n], ϑv,N ∈ [z, z + 1]

]
. (2.25)

(2.24) の確率を (2.25)で近似できる, という正確な主張については [38, Lemma
3.6]をご覧ください. 最後に Brown運動の反射原理より (2.25)の確率は

∫ 1

0

 1√
2π 2 log 2

π n
e
− (z+1−s)2

2
2 log 2

π
n − 1√

2π 2 log 2
π n

e
− (z+1+s)2

2
2 log 2

π
n

 ds (2.26)

に等しく, これは上から次で評価できる15：

c2
1√
n

z

n
e−c3

z2

n . (2.27)

ステップ 5：仕上げ. (2.24) および (2.27) より, (2.20) の第 1項は上から次で評
価できる16：

c44n4−nn
3
2

1

n
3
2

ze−
√
2πze−c3

z2

n +O( log n
n z) ≤ c6ze

−
√
2πze−c5

z2

n . (2.28)

ここでやっとmN が (1.9)の形をしている理由がわかる. つまりmN は 4nおよび
n−

3
2 を消せるようにうまくとったのである. これと (2.18), (2.20) より欲しかっ

た評価 (2.13)が得られる. □

命題 2.7の証明. 命題 2.6, 2.8 より直ちに欲しい評価 (2.12)を得る. □

本節の目標であった命題 2.7の証明では「BRWの分布との比較」,「障壁評価」,
「エントロピー的反発」といった技術が出てきたが, これらは今後も頻繁に使う手
法であり, 汎用性は非常に高い.
最後に, 命題 2.7を一般化したものを紹介してこの節を終える.

命題 2.10 ([38, Lemma 3.8]) ある正定数 c1 が存在して, 任意の N ∈ Nと任意
の z ≥ 1, y ≥ 0, 任意の A ⊂ VN に対して,

P
[
max
v∈A

hVN
v ≥ mN + z − y

]
≤ c1

√
|A|
|VN |

ze−
√
2π(z−y). (2.29)

ただし, mN は (1.9)で定義したものである.

15 z
n
e−c3

z2

n は exp

(
− (z+1−s)2

2 2 log 2
π

n

)
− exp

(
− (z+1+s)2

2 2 log 2
π

n

)
からくる.

164n は |VN | ≤ cN2 および N = 2n からくる. 不等式は C を十分大きくとって z ≤ C logn の
場合と z ≥ C logn の場合に分けて考えると得られる.
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2.3 変形分枝ランダムウォーク

BRWは DGFFの分布を近似するために導入されたが欠点がある. 補題 2.5の直
後に述べたように DGFFの共分散を近似するような BRWの下からの共分散評
価を望めないため, DGFFの最大値の右裾分布を BRWの最大値の右裾分布で下
から近似することは困難である. 本節ではこの問題点を解消するために BRWの
定義を少し変更して変形分枝ランダムウォーク (MBRW)を導入し, DGFFの最
大値分布が下からMBRWの最大値分布で近似できることをみる.

MBRWを定義するために必要ないくつか記号を準備する.

• (2j-正方形) 各 j = 0, . . . , n− 1に対して,

Bj :=
{

(i1, i2) + V2j : (i1, i2) ∈ Z2
}
. (2.30)

特に, 各点 v ∈ VN に対して, vを含む Bj-正方形の族を次で定義する：

Bj(v) := {B ∈ Bj : v ∈ B} (2.31)

• (代表正方形) 各 j = 0, . . . , n−1に対して, 左下頂点が VN にのっている Bj-
正方形の族を次で定義する：

BN,j := {(i1, i2) + V2j : (i1, i2) ∈ VN} . (2.32)

• (周期条件をもつガウス確率変数)
(1)ガウス確率変数の族 (ϕN,j,B)j≥0,B∈BN,j

を次で定義する：各 j = 0, . . . , n−
1に対して,

(ϕN,j,B)B∈BN,j
:= i.i.d. N(0,

2 log 2

π
2−2j)-確率変数の族 (2.33)

さらに (ϕN,j,B)B∈BN,j
, j = 0, . . . , n− 1は独立.

(2) 各 j = 0, . . . , n− 1, B ∈ Bj に対して,

ϕN,j,B := ϕN,j,B̃ . (2.34)

ただし, B̃ ∈ BN,j を N の倍数分だけ平行移動したら B と一致するものと
する. つまり, ある i1, i2 ∈ Zが存在して, B = (i1N, i2N) + B̃ となるもの
とする. このような関係にあるとき, B ∼N B̃ と表記する.

各 v ∈ VN に対して,

ξv,N :=

n−1∑
j=0

∑
B∈Bj(v)

ϕN,j,B . (2.35)

とおき, これを変形分枝ランダムウォーク (MBRW) と呼ぶ. MBRWは BRWと
は異なり上からだけでなく下からも「よい」共分散評価をもち, それはDGFFの
共分散を精度よく近似する：
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補題 2.11 (MBRWの共分散評価, [41, Lemma 2.2]) ある正定数 C = C(δ)が存
在して, 任意の u, v ∈ VN , u ̸= vに対して,

Var(ξu,N ) =
2 log 2

π
n,∣∣∣∣Cov(ξu, ξv) − 2 log 2

π
(n− log2 dN (u, v))

∣∣∣∣ ≤ C.

ただし, dN (u, v)は VN をトーラスとみなしたときの ℓ2-距離とする. すなわち17,

dN (u, v) := min
w∼Nv

|u− w|. (2.36)

証明. 分散の評価はMBRWの定義 (2.35)より明らか18. 任意の u, v ∈ VN , u ̸= v
をとる. MBRWの定義 (2.35)より, Cov(ξu,N , ξv,N )はつぎと等しい：

n−1∑
i,j=0

∑
B∈Bj(u),B̃∈Bj(v)

E
[
ϕN,i,Fi(B)ϕN,j,Fj(B̃)

]
. (2.37)

ただし, B ∈ Bi に対して, Fi(B)は Fi(B) ∈ BN,i かつ B ∼N Fi(B)なるものと
する. ϕN,i,B の定義より,

E
[
ϕN,i,Fi(B)ϕN,j,Fj(B̃)

]
=

{
2 log 2
π 2−2j (i = j かつ Fj(B) = Fj(B̃))

0 (それ以外)

これより, (2.37) は次と等しい：

n−1∑
j=0

∣∣∣{(B, B̃) ∈ Bj(u) × Bj(v) : Fj(B) = Fj(B̃)
}∣∣∣ 2 log 2

π
2−2j . (2.38)

ここで (2.38) に現れる集合のサイズは次を満たす B ∈ BN,j の個数と等しいこと
に注意する：

ある u′ ∼N uとある v′ ∼N vが存在して, B は u′, v′を両方とも含む. (2.39)

幾何的な考察をすることにより条件 (2.39) を満たす B ∈ BN,j の個数は

(2j − d∞(u′, v′))2以上 22j以下 (2.40)

であるとわかる. さらに B ∈ BN,j が (2.39)を満たすためにはつぎの j の条件が
必要である：

2j ≥ d∞(u′, v′). (2.41)

17w ∼N v
def⇔ ∃i1, i2 ∈ Z, w = (i1N, i2N) + v

18|Bj(v)| = 22j であることに注意.
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さらに (2.39)が成り立つとき, d∞(u′, v′) = dN∞(u, v) 19 かつ

1√
2
dN (u, v) ≤ dN∞(u, v) ≤ dN (u, v). (2.42)

したがって, (2.39)-(2.42) より, (2.38) は上から∑
log2(

1√
2
dN (u,v))≤j≤n−1

22j
2 log 2

π
2−2j (2.43)

で評価でき, 下から ∑
log2(dN (u,v))≤j≤n−1

(2j − dN (u, v))2
2 log 2

π
2−2j (2.44)

で評価できる. (2.43), (2.44) を計算することで欲しかったMBRWの共分散評価
を得る. □
補題 2.4, 2.11および Slepianの補題 (補題 2.3)を使うと DGFFの最大値分布

を下からMBRWの最大値分布で近似できる：

命題 2.12 ([57, Lemma 2.6]) ある正定数 κが存在して, 任意の λ ∈ Rに対して,

P
[

max
v∈VN

hVN
v ≥ λ

]
≥ 1

2
P
[

max
v∈V2−κN

ξv,2−κN ≥ λ

]
.

この命題の証明は命題 2.6 の証明と同様なのでここでは省略する. 証明に興味の
ある方は [57, Lemma 2.6]の証明をご覧ください.

2.4 DGFFの最大値の右裾分布：下からの評価

本節ではDGFFの最大値の右裾分布を下から精密に評価する. 本節の目標は次の
命題の証明を概説することである：

命題 2.13 ([57, Theorem 1.4]) ある正定数 cが存在して, 任意の N ∈ Nと任意
の z ∈ [1,

√
logN ]に対して,

P
[

max
v∈VN

hVN
v ≥ mN + z

]
≥ cze−

√
2πz. (2.45)

命題 2.12によって命題 2.13の証明は次の命題を示すことに帰着される：

19dN∞(x, y) := minz∼Ny d∞(x, z) と定義する. d∞(u′, v′) = dN∞(u, v) が成り立つ理由は以下の
通り：まず u′ ∼N u, v′ ∼N v より dN∞(u, v) = dN∞(u′, v′). つぎに (2.41) かつ j ≤ n− 1 に注意
すると, 任意の w ∼N v′, w ̸= v′ に対して,

d∞(u′, w) ≥ d∞(v′, w)− d∞(u′, v′) ≥ N − 2j ≥
N

2
≥ d∞(u′, v′).

よって dN∞(u, v) = dN∞(u′, v′) = d∞(u′, v′) が成り立つ.
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命題 2.14 ([57, Lemma 3.7]) ある正定数 cが存在して, 任意の N ∈ Nと任意の
z ∈ [1,

√
logN ]に対して,

P
[

max
v∈VN

ξv,N ≥ mN + z

]
≥ cze−

√
2πz. (2.46)

2次モーメント法 (second moment method)および BRWの分枝構造を使ってこ
の命題を示す.

2次モーメント法を使うために各 v ∈ VN に対して ξv,N がmN + z にいたる
典型的な道筋を考え出す必要がある. そこで 2.2節でみた「障壁」がここでも重
要な役割を果たす. BRWのときと同様にMBRWの定義 (2.35)の部分和

ξv,N (ℓ) =

n−1∑
j=n−ℓ

∑
B∈Bj(v)

ϕN,j,B , k = 0, · · · , n (2.47)

をとることで自然に時間の概念を入れることができる. BRW の場合と同様に
MBRW ξv,N がmN + zに達するとき, ξv,N (ℓ)は直線 mN

n ℓ+ zに沿って揺らぎな
がら時刻 nでmN + zに達すると考えられる. 今の場合, 最も単純な直線 mN

n ℓ+ z
を「障壁」として設定すればよい20. そこで各 v ∈ VN に対して, ξv,N がmN + z
に達する典型的な事象を次で定義する：

Av(z) :=
{
ξv,N (ℓ) ≤ mN

n
ℓ+ z, ℓ = 0, . . . , n, ξv,N ∈ [mN + z − 1,mN + z]

}
.

(2.48)
この事象が起こる v ∈ VN の個数を次でおく：

ZN :=
∑
v∈VN

1Av(z). (2.49)

ここで “ZN ≥ 1”ならば「ある v ∈ VN が存在して事象 Av(z)が起こる」がいえ,
さらにAv(z)が起こればもちろん “maxu∈VN

ξu,N ≥ mN + z”がいえるので, つぎ
が成り立つ：

P[max
v∈VN

ξv,N ≥ mN + z] ≥ P[ZN ≥ 1]. (2.50)

よって, (2.50)の右辺が下から (2.46)の右辺の形のもので評価できることを示せ
ばよい. そこで 2次モーメント法を使う：

P[ZN ≥ 1] ≥ (E[ZN ])
2

E[Z2
N ]

. (2.51)

これより E[ZN ]を下から評価し, E[Z2
N ]を上から評価すればよい. E[ZN ]の評価

は (2.20) の第 1項の評価法とほぼ同じ21 なので証明は省略して結果だけ記す：

E[ZN ] ≥ c1ze
−
√
2πz. (2.52)

20いま求めたいのは DGFF の最大値が mN + z 以上になる確率の下からの評価なので BRW の
上からの評価で設定した「直線+小さなこぶ」のような複雑な障壁を設定する必要はなく, 解析しや
すい直線の障壁を採用すればよい. ここでも障壁として「直線+こぶ」, 「直線」どちらをとっても確
率としては大差ない, というエントロピー的反発が背後にある.

21つまり, 測度変換した後, 障壁評価する. ただし, 今の場合 ξv,N (ℓ)は離散時間過程なので RWの
障壁評価 (Ballot theorem と呼ばれる) を使う. Ballot theorem については例えば [4, Theorem 1]
あるいは [39, Lemma 2.1] をご覧ください. また Brown 運動の障壁評価に帰着させる方法もある.
それについては例えば [21, Lemma 2.3] をご覧ください.
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2次モーメント E[Z2
N ]の評価は計算量が多いという点で厄介である. しかし, 基

本方針は明快で

「分枝構造を使い独立な “枝”に分け, 各 “枝”の障壁評価に帰着させる」

というものである. 障壁評価については今までに詳しく説明したのでここではど
のように独立な枝に分解するかに焦点を当てる.
まず, 当たり前の等式だが

E[Z2
N ] =

∑
u,v∈VN

P[Au(z) ∩Av(z)] (2.53)

より, P[Au(z)∩Av(z)]を上から評価すればよい. u, v ∈ VN , u ̸= vを固定しておく.
MBRWの部分和 (2.47)を思い出そう. BRWほど単純ではないがMBRWも分枝
構造をもつ：uを含む正方形の族の 1辺は 2n−1, 2n−2, . . . とどんどん小さくなって
いき, それぞれのスケールに対して

∑
B∈Bn−1(u)

ϕN,n−1,B ,
∑
B∈Bn−2(u)

ϕN,n−1,B ,

. . . , が対応している. v に対しても同様である. スケール j が大きければ u と
v を同時に含む正方形が存在するだろう. このとき対応する

∑
B∈Bj(u)

ϕN,j,B と∑
B∈Bj(v)

ϕN,j,Bは独立ではない. スケールが小さくなっていくとどこかのスケー
ル kで uを含む正方形の族と vを含む正方形の族は交わらなくなるだろう. この
とき任意の j ≤ kに対して対応する

∑
B∈Bj(u)

ϕN,j,B と
∑
B∈Bj(v)

ϕN,j,B は独立
である. この意味で u, vはスケール kで分枝すると考え, u ∼k vと表記すること
にする. ξu,N (ℓ) := ξu,N (ℓ) − mN

n ℓ (ℓ = 0, . . . n)とおく. ξv,N (ℓ)も同様に定義す
る. ξu,N − ξu,N (ℓ)と ξv,N − ξv,N (ℓ)は ℓ = 1, · · · , n− k− 1のとき独立ではなく,
ℓ ≥ n− kのとき独立である.

A↑(y) :=
{
ξu,N (ℓ) ≤ z, ∀ℓ = 1, . . . , n− k, ξu,N (n− k) ∈ [y − 1, y]

}
, y ≤ z,

A↓
w :=

{
ξw,N (n− k + ℓ) ≤ z, ∀ℓ ≤ k, ξw,N ∈ [z − 1, z]

}
, w ∈ {u, v}

とおくと, P[Au(z)∩Av(z)]は上から
∑
y≤z P[A↑(y)∩A↓

u ∩A↓
v] で評価でき, さら

にこれは上記の独立性より上から∑
y≤z

P[A↑(y)] ·
∏

w∈{u,v}

(
sup

s∈[y−1,y]

P[A↓
w|ξw,N (n− k) = s]

)
. (2.54)

で評価できる. BRWの解析でしたように (2.54)の 3つの因子は測度変換して障
壁評価すれば評価可能である. 詳しくは [57, Lemma 3.7]の証明をご覧ください.
ここでは結論だけ記す：

E[Z2
N ] ≤ c2ze

−
√
2πz. (2.55)

したがって, (2.51), (2.52), (2.55) より欲しかった評価 (2.46) を得る. □

命題 2.13の証明. 命題 2.12, 2.14 より直ちに (2.45)を得る. □

命題 2.14の証明では 2次モーメント法を使ったが, このとき分枝構造が 2次モー
メントを計算する上で鍵となった. 対数相関をもつランダム場の極大値の解析で
はこのような分枝構造を利用して独立性を獲得する decouplingの手法は重要な技
術の 1つである.
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2.5 DGFFの最大値の右裾分布の極限

DGFFの最大値の右裾分布の正確な漸近挙動が必要となる：

命題 2.15 ([38, Proposition 4.1]) ある正定数 α∗が存在して, 任意の開集合 A ⊂
(0, 1)2 に対して,

lim
z→∞

lim sup
N→∞

∣∣∣∣z−1e
√
2πzP

[
max
v∈NA

hVN
v ≥ mN + z

]
− α∗

∫
A

ψ(0,1)2(x)dx

∣∣∣∣ = 0.

(2.56)
ただし有界な開集合Dが与えられたとき, ψD(x)はつぎで定義される：

ψD(x) := exp

{
2

∫
∂D

ΠD(x, dy) log |y − x|
}
. (2.57)

注 2.16 (Update：命題2.15のheuristics.) Union boundをとることにより, (2.56)
の確率はつぎで近似できるだろう：∑

x
N ∈A

P[hVN
x ≥ mN + z, hVN

x ≥ hVN ]. (2.58)

ただし, “hVN
x ≥ hVN ”は xで極大値をとることを表すものとする. 条件付き確率

を考えることにより (2.58) の各確率は

P[hVN
x ≥ hVN |hVN

x ≥ mN + z]P[hVN
x ≥ mN + z] (2.59)

と変形できる. 障壁評価により (2.59)の第 1因子は c1
z

logN の形で表せるだろう
(c1はある正定数). ガウス確率変数の裾分布の漸近挙動より (2.59) の第 2因子は√

GVN (x, x)√
2π(mN + z)

e
− (mN+z)2

2GVN (x,x) (2.60)

の形で表せるだろう. ここでポイントとなるのは補題 1.7 でみた Green関数の漸
近挙動である：

GVN (x, x) ≈ 2

π
logN + c0 +

2

π

∫
∂(0,1)2

Π(0,1)2(
x

N
, dy) log | x

N
− y|.

これを (2.60)に代入すると, ある正定数 c2 が存在して (2.60)はつぎのように表
せる：

c2√
logN

N−2(logN)
3
2ψ(0,1)2(

x

N
)e−

√
2πz.

以上より, (2.58)はつぎの形で表せるだろう：

c1c2ze
−
√
2πz 1

N2

∑
x
N ∈A

ψ(0,1)2(
x

N
).

和の部分を Riemann和とみれば (2.56)の形が出るだろうと予想される.
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以下で出てくる zは (2.56) で現れる zと考えてください.
この証明では VN の 2段階の分解が必要となる. それらのスケールを

1 ≪ L̃≪ L≪ N (2.61)

とする. ただし,

N = 2n, L = 2ℓ, L̃ = 2ℓ̃, L̃ ≥ 2z
4

, h :=
L

L̃
≤ log z, lim

z→∞
h = ∞ (2.62)

を満たすとする. 補題 2.4でみたように, DGFFの「よい」共分散評価を得るに
は点が正方形の境界から十分離れている必要がある. その境界からの離れ具合を
表すものを δ ∈ (0, 1

100 )とする. 正方形 B が与えられたとき

境界から δ× (1辺の長さ)以上離れた B の内部を δ-内部と呼び, Bδ と表記する.

以下では次のように V δN を 2段階で分解する：
段階 1. V δN を L× L-正方形に分解する.

段階 2. 各 L× L-正方形の δ-内部を L̃× L̃-正方形に分解し, さらにそれらの δ-内
部を考える.
この V δN の分解によりできる部分正方形などを次のように記号で表すことにする.

• BN · · · 段階 1で得られる L× L-正方形の族

• B̃B (B ∈ BN ) · · · 段階 2で B を分解して得る L̃× L̃-正方形の δ-内部の族

• B̃N :=
∪
B∈BN

B̃B

• cB̃ · · · B̃ ∈ B̃N の中心

• Bv,N · · · v ∈ VN を含む BN −正方形

• B̃v,N · · · v ∈ VN を含む B̃N −正方形

• cv := cB̃v,N

• ṼN :=
∪
B̃∈B̃N

B̃

ステップ 1：DGFFが最大値をとる範囲を ṼN 上に制限する.

命題 2.10によって, δ → 0とすれば最大値をとる範囲を ṼN 上に制限してもよい
ことがわかる. よって命題 2.15の証明はつぎの命題を示すことに帰着される：

命題 2.17 (単純化 1, [38, Proposition 4.3]) ある正定数 α∗
δ が存在して, 任意の

開集合 A ⊂ [δ, 1 − δ]2 に対して,

lim
z→∞

lim sup
N→∞

∣∣∣∣z−1e
√
2πzP

[
max

v∈NA∩ṼN

hVN
v ≥ mN + z

]
− α∗

δ

∫
A

ψ(0,1)2(x)dx

∣∣∣∣ = 0.

(2.63)

ただし, ψ(0,1)2は (2.57)で定義したもの. またあるα∗が存在して limδ→0 α
∗
δ = α∗.
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命題 2.17の証明では DGFFを分解し一部をMBRWで近似する.

ステップ 2：DGFFを BN -正方形上のDGFFと離散調和関数に分解する.

各 v ∈ ṼN に対して
hVN
v = Xv,N + Yv,N (2.64)

と分解する. ただし, Xv,N := E
[
hVN
v |σ(hVN

u : u ∈ ∂Bv,N )
]
. Gibbs-Markov性 (補

題 1.4)より, Xv,N と Yv,N は独立で Yv,N
law
= h

Bv,N
v . このXv,N をBv,N の中心 cv

に対応するものXcv,N に置き換える：

h̃v,N := Xcv,N + Yv,N . (2.65)

この置き換えによる大きな影響はないことがつぎの命題からわかる：

補題 2.18 (単純化 2, [38, Lemma 4.5]) 任意の開集合 A ⊂ [δ, 1 − δ]2 に対して,
ある δz, limz→∞ δz = 0が存在して,

lim inf
z→∞

lim inf
N→∞

P[maxv∈ṼN∩NA h
VN
v ≥ mN + z]

P[maxv∈ṼN∩NA h̃v,N ≥ mN + z + δz]
≥ 1, (2.66)

lim sup
z→∞

lim sup
N→∞

P[maxv∈ṼN∩NA h
VN
v ≥ mN + z]

P[maxv∈ṼN∩NA h̃v,N ≥ mN + z − δz]
≤ 1. (2.67)

補題 2.18の証明は離散調和測度に対する Harnack不等式および Slepianの補題
(補題 2.3) による. 詳細については [38, Lemmas 4.4, 4.5]の証明をご覧ください.

ステップ 3：XB̃, B̃ ∈ B̃N をMBRWで近似する.

B̃N -正方形の中心の集まりを

ΞN := {cB̃ : B̃ ∈ B̃N} (2.68)

とおく. MBRWの定義 (2.35)を思い出してください. MBRWがDGFFを近似す
ることに基づいてXv,N , v ∈ ΞN をMBRWで置き換える：各 v ∈ ΞN に対して,

Sv,N :=

n−1∑
j=ℓ

∑
B∈Bj(v)

ϕN,j,B (2.69)

とおく22. この S·,N の共分散はX·,N の共分散を近似する：ある正定数 Cδ が存在
して,

|Cov (Su,N , Sv,N ) − Cov (Xu,N , Xv,N )| ≤ Cδ, ∀u, v ∈ ΞN . (2.70)

この直観的説明は以下の通り：Y·,N はL×L-正方形上のDGFFなので (L = 2ℓであ
ったことを思い出すと)その共分散はMBRW

∑ℓ−1
j=0

∑
B∈Bj(·) ϕN,j,B = ξ·,N−S·.N

22N = 2n, L = 2ℓ であることを思い出してください.
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の共分散によって近似される. 同様に hVN
· は VN 上の DGFFなのでその共分散

はMBRWξ·,N の共分散によって近似される. このことおよび hVN
· = X·,N + Y·,N

かつX·,N と Y·,N は独立より, X·,N の共分散は (ξ·N の共分散) − (ξv,N −Sv.N の
共分散) = (Sv,N の共分散)によって近似される. 詳細は [38, (4.16)]をご覧くだ
さい.

ステップ 4：Slepianの補題を使うためにMBRWを微調整する.
ステップ 3の (2.70) の近似にもとづいて, (2.65) のXcv,N を Scv,N に置き換えて
maxv∈ṼN

h̃v,N を maxv∈ṼN
(Scv,N + Yv,N ) で近似したい. そのために Slepianの

補題 (補題 2.3)を使いたいのだが, Slepianの補題では比較する 2つのガウス場の
分散が一致することを要求しているので S·,N のままでは不十分であり, 微調整が
必要である. どのように微調整するかを以下で述べる. r := C⋆ log hとおく23 .
(C⋆ は δのみに依存する正数で後で調整する.) 各 v ∈ ΞN に対して, Sv,N から r
個の項を取り除いてできるものを考える. そこに Xv,N と同じ分散になるように
独立なガウス確率変数を補ってつくられるものをXup

v,N,r, X
lw
v,N,r とする：

Xup
v,N,r :=

n−r∑
j=ℓ

∑
B∈Bj(v)

ϕN,j,B + ϕv,N,r, (2.71)

X lw
v,N,r :=

n−1∑
j=ℓ+r

∑
B∈Bj(v)

ϕN,j,B + av,N.rϕ. (2.72)

ただし,

• (ϕv,N,r)v∈ΞN
· · · 独立な期待値 0のガウス確率変数族で (Sv,N )v∈ΞN

と独立
で Var(Xup

v,N,r) = Var(Xv,N ), v ∈ ΞN なるもの.

• ϕ · · · 標準ガウス確率変数で (Sv,N )v∈ΞN
と独立.

• (av,N,r)v∈ΞN
· · · 正定数の族で Var(X lw

v,N,r) = Var(Xv,N ), v ∈ ΞN なる
もの.

このXup
·,N , X lw

·,N はX·,N の共分散を近似する：r = C⋆ log hでとったことを思い
出す. この C⋆ が十分大きいとき,

E
[
Xup
u,N,rX

up
v,N,r

]
≤ E [Xu,NXv,N ] ≤ E

[
X lw
u,N,rX

lw
v,N,r

]
, u, v ∈ ΞN . (2.73)

この証明はステップ 2の近似 (2.70) に基づいているがテクニカルなためここでは
省略する. 証明については [38, Lemma 4.6]をご覧ください. 各 v ∈ ṼN に対して,

(2.65)で定義した h̃v,N の Xcv,N を Xup
cv,N,r

, X lw
cv,N,r

に置き換えたものをそれぞ
れ hupv,N , hlwv,N とおく：

hupv,N := Xup
cv,N,r

+ Yv,N , (2.74)

23h = L

L̃
と定義したことを思い出してください. このような形の r をとる理由は下の (2.73) を成

立させるためである. これはテクニカルなので詳しくは述べない. 詳細については [38, Lemma 4.6]
の証明をご覧ください.
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hlwv,N := X lw
cv,N,r + Yv,N . (2.75)

ステップ 5：h̃·,N を hup·,N , hlw·,N で近似する.

ステップ 4の近似 (2.73)および Slepianの補題 (補題 2.3)より h̃·,N の最大値分布
の右裾分布は h̃up·,N , h̃lw·,N の最大値の右裾分布で近似できる：

補題 2.19 (単純化 3, [38, (4.24)]) 任意の開集合 A ⊂ [δ, 1 − δ]2, λ ∈ R, N ∈ N
に対して,

P
[

max
v∈ṼN∩NA

hlwv,N ≥ λ

]
≤ P

[
max

v∈ṼN∩NA
h̃v,N ≥ λ

]
≤ P

[
max

v∈ṼN∩NA
hupv,N ≥ λ

]
.

(2.76)

補題 2.18, 2.19 より hup·,N , hlw·,N の最大値の右裾分布は DGFF hVN
· の最大値の右

裾分布をよく近似する. 以下ではこれらの右裾分布を詳細に解析していく.

ステップ 6：hup·,N , hlw·,N の最大値の右裾分布を数え上げ測度で近似する.

BRWおよびMBRWの最大値の右裾分布を評価するときによい近似を与えてく
れたものは「障壁を超えずに最大値付近に達する点の数の期待値」であった. 具
体的には (2.20)の第 1項目, (2.49)の期待値がそれぞれ BRW, MBRWの最大値
の右裾分布をよく近似した. これと同様の要領で hup·,N , hlw·,N の最大値の右裾分布
を近似していこう.
まず, BRWをBBMに拡張したときと同様な方法で (Xup

v,N,r)v∈ΞN
, (X lw

v,N,r)v∈ΞN

をそれぞれBBM {(Xup
v,N,r(t))t∈[0,nv,N ]; v ∈ ΞN}, {(X lw

v,N,r(t))t∈[0,nv,N ]; v ∈ ΞN}
に拡張できる. ただし, 各 v ∈ ΞN に対し,

nv,N :=
π

2 log 2
Var(Xv,N ) (2.77)

と定めた. nv,N ≈ n − ℓと近似できることに注意. また, 各 (Xup
v,N,r(t))t∈[0,nv,N ]

の分布は (
√

2 log 2
π Bt)t∈[0,nv,N ] と等しい. ただし (Bt)t≥0 は 0出発の標準 Brown

運動とする. これらの BBMの詳細な構成については [38, Section 4.2]をご覧く
ださい.

BBMを構成したので各 v ∈ ΞN に対してXup
v,N,r(t)が障壁を超えずかつ hup·,N

が B̃v 上で最大値付近に達する事象を定義できる：

Eup
v,N (z) :=

{
Xup
v,N (t) ≤ mN

n
t+ z, ∀t ∈ [0, nv,N ], max

u∈B̃v

hupu,N ≥ mN + z

}
.

(2.78)
全く同様に各 v ∈ ΞN に対して Elw

v,N (z) も定義できる. そこで事象 Eup
v,N (z),

Elw
v,N (z)が起こる v ∈ ΞN の数を数え上げる (ランダム)測度をつぎで定義する：
各 A ⊂ [δ, 1 − δ]2 に対して,

Λup
N,z(A) :=

∑
v∈ΞN∩NA

1Eup
v,N (z), Λlw

N,z(A) :=
∑

v∈ΞN∩NA
1Elw

v,N (z). (2.79)
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この数え上げ測度の期待値版が hup·,N , hlw·,N の最大値の右裾分布をよく近似する：

命題 2.20 ([38, Proposition 4.8]) 任意の開正方形 A ⊂ [δ, 1 − δ]2 に対して,

lim
z→∞

lim sup
N→∞

P
[

max
v∈ṼN∩NA

hupv,N ≥ mN + z

]
E
[
Λup
N,z(A)

]

= lim
z→∞

lim inf
N→∞

P
[

max
v∈ṼN∩NA

hupv,N ≥ mN + z

]
E
[
Λup
N,z(A)

] = 1, (2.80)

lim
z→∞

lim sup
N→∞

P
[

max
v∈ṼN∩NA

hlwv,N ≥ mN + z

]
E
[
Λlw
N,z(A)

]

= lim
z→∞

lim inf
N→∞

P
[

max
v∈ṼN∩NA

hlwv,N ≥ mN + z

]
E
[
Λlw
N,z(A)

] = 1. (2.81)

この証明はいくつものステップを要すること, 基本方針はBRWおよびMBRWの
最大値の右裾分布の解析方法と同様であることからここでは命題 2.20の証明を省
略する. 興味のある方は [38, Section 4.2]をご覧ください.

ステップ 6：数え上げ測度の期待値版を精密に計算する.
このステップでは数え上げ測度の期待値版の正確な漸近挙動を調べる. E[Λup

N,z(·)] =

E[Λlw
N,z(·)] なので E[Λlw

N,z(z)]のみを考えればよい.

命題 2.21 ([38, Proposition 4.12]) ℓ, ℓ̃, δのみに依存するある正数 Jℓ,ℓ̃,δ が存在
して, 任意の開正方形 A ⊂ [1 − δ, δ]2 に対して,

lim
z→∞

lim sup
N→∞

E
[
Λlw
N,z(A)

]
Jℓ,ℓ̃,δze

−
√
2πz

= lim
z→∞

lim inf
N→∞

E
[
Λlw
N,z(A)

]
Jℓ,ℓ̃,δze

−
√
2πz

=

∫
A

ψ(0,1)2(x)dx.

(2.82)

ただし, ψ(0,1)2 は (2.57)で定義したもの.

証明の概略24

(第 1段：障壁密度を使って数え上げ測度の期待値版を計算.) 命題 2.21の証明で
鍵となるのはつぎの「障壁密度」νv,N である：各 v ∈ ΞN と任意の区間 I ⊂ Rに
対して, ∫

I

νv,N (y)dy := P
[
X lw
v,N,r(t) ≤

mN

n t+ z, 0 ≤ ∀t ≤ nv,N ,

X lw
v,N,r(nv,N ) − mN

n nv,N ∈ I

]
(2.83)

24細部は述べず, 主要な部分のみを記述します. 証明概略の中では ≈ という記号を多用しますがこ
れは「左辺を右辺で近似できる」という意味です.
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と定義する. この障壁密度を使うと, 任意の v ∈ ΞN に対して,

P[Elw
v,N (z)] ≈

∫ z

−∞
νv,N (y)P

[
max
u∈B̃v

Yu,N ≥ mN

n
ℓ+ z − xv,N − y

]
dy. (2.84)

ただし,

xv,N :=
mN

n
nv,N − mN

n
(n− ℓ). (2.85)

これより数え上げ測度の期待値版は (2.84) の右辺の v ∈ ΞN に関する和で表せる.

ここで, BN -正方形の中心からその正方形に含まれる B̃N -正方形の中心までのベ
クトルを指定することで和を取り換える. そのために記号を導入しておく. ベク
トル v̂ ∈ [−L

2 ,
L
2 ]2 に対して, BN -正方形の中心から v̂ だけずれた位置にある ΞN

の点たちをつぎで定義する25：

Ξv̂,N := {w ∈ ΞN : w = cBw,N
+ v̂}. (2.86)

v̂のとり方によっては Ξv̂,N = ∅となるのでそのようなものを排除するために

VL := {v̂ ∈ [−L
2
,
L

2
]2 | Ξv̂,N ̸= ∅} (2.87)

とおき, VL のベクトルのみを考えることにする. さらに (2.84) の積分範囲を
[z − ℓ − xv,N , z − ℓ

2
5 − xv,N ]に制限しても大差ないことを示せる ([38, Lemma

4.13]). これらから, E[Λlw
N,z(A)]を次のように表現できる：

∑
v̂∈VL

∑
w∈Ξv̂,N∩NA

∫ −ℓ
2
5

−ℓ
νw,N (y + z − xw,N )P

[
max

u∈B̃w,N

Yu,N ≥ mN

n
ℓ− y

]
dy.

(2.88)
しばらくベクトル v̂ ∈ VL および BN -正方形の中心から v̂だけずれた場所にある
ΞN の点 w ∈ Ξv̂,N ∩NAを固定しておく. 障壁密度 νw,N (y + z − xw,N )を計算
する. BRWの最大値の右裾分布の解析で行ったように測度変換した後, 障壁評価
をすれば障壁密度を計算できる. そこでまず新しい確率測度を

dQ
dP

= exp

{
π

2 log 2

mN

n
X lw
w,N,r(nw,N ) − π

4 log 2

m2
N

n2
nw,N

}
で定義すると νw,N (y + z − xw,N )をつぎで表せる：

Q

exp
{
− π

2 log 2
mN

n X
lw

w,N,r(nw,N ) − π
4 log 2

m2
N

n2 nw,N

}
×1{

X
lw
w,N,r(t)≤z, ∀t∈[0,nw,N ], X

lw
w,N,r(nw,N )=y+z−xw,N

}
 . (2.89)

ただし, X
lw

w,N,r(t) := X lw
w,N,r −

mN

n t, t ∈ [0, nw,N ]. ここでmN の定義 (1.9)を思
い出すと

π

2 log 2

mN

n
≈

√
2π,

π

4 log 2

m2
N

n2
nw,N ≈ (2 log 2)nw,N − 3

2
log n.

25cBw,N
は w を含む BN -正方形であることを思い出してください.

25



よって, (2.89)をつぎで近似できる：

e−
√
2π(y+z−xw,N )4−nw,Nn

3
2

×Q
[
X

lw

w,N,r(t) ≤ z, ∀t ∈ [0, nw,N ], X
lw

w,N,r(nw,N ) = y + z − xw,N

]
. (2.90)

QのもとではX
lw

w,N,r(t)は
√

2 log 2
π × (標準 Brown運動)なので Brown運動の反

射原理を使うと (2.90)の 2行目の確率をつぎのように近似できる：

1√
2π 2 log 2

π (n− ℓ)

(
e
−

(y+z−xw,N )2

2
2 log 2

π
(n−ℓ) − e

−
(z−y+xw,N )2

2
2 log 2

π
(n−ℓ)

)

≈ 1√
2π 2 log 2

π (n− ℓ)

4z(−y + xw,N )

2 2 log 2
π (n− ℓ)

. (2.91)

よって, (2.90)をつぎで近似できる：

π

2(log 2)
3
2

e−
√
2π(y−xw,N )4−nw,N ze−

√
2πz(−y + xw,N ). (2.92)

ここで nw,N の定義 (2.77)およびX lw
w,N,r の定義 (2.72)を思い出すと,

nw,N = (n− ℓ− r) +
π

2 log 2
a2w,N,r. (2.93)

いまいちど v̂は v̂ ∈ VLのベクトルでwはw ∈ Ξv̂,N であることを思い出そう. こ
こでつぎを示す：

lim sup
N→∞

∣∣∣∣a2w,N,r − ( 2

π
g1

(w
N

)
− 2

π
g2

(
v̂

L

)
+

2 log 2

π
r

)∣∣∣∣ = 0. (2.94)

ただし,

g1(x) :=

∫
∂(0,1)2

Π(0,1)2(x, du) log |u−x|, g2(x) :=

∫
∂(− 1

2 ,
1
2 )

2

Π(− 1
2 ,

1
2 )

2

(x, du) log |u−x|.

離散 Green関数を連続 Green関数で近似できることを用いて (2.94)を以下のよ
うに示す：まずX lw

w,N,r の定義 (2.72) および Var(X lw
w,N,r) = Var(Xw,N )より

a2w,N = Var(Xw,N ) − 2 log 2

π
(n− ℓ− r). (2.95)

Xw,N の定義 (2.64)より, Xw,N は ∂Bw,N
26 上で境界値 hVN をもつ Bw,N 上の

(ランダム)離散調和関数なので

Xw,N =
∑

z′∈∂Bw,N

Pw[Xτ∂Bw,N
= z′]hVN

z′

26Bw,N は w を含む BN -正方形であることを思い出してください.
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と表せる. ただし, (Xi)i≥0 は Bw,N 上の SRW. よって, (2.95) をつぎのように
Green関数 (1.1)をつかって表せる：∑

z′∈∂Bw,N

Pw

[
Xτ∂Bw,N

= z′
]
GVN (w, z′) − 2 log 2

π
(n− ℓ− r). (2.96)

補題 1.7 により (2.96) の離散 Green 関数を連続 Green 関数で近似できるので
(2.96)をつぎで近似できる：

2

π
Ew

[∫
∂(0,1)2

Π(0,1)2(x, dz) log

∣∣∣∣∣z − Xτ∂Bw,N

N

∣∣∣∣∣
]
− 2

π
Ew

[
log

∣∣∣∣∣wL −
Xτ∂Bw,N

L

∣∣∣∣∣
]

+
2 log 2

π
r.

(2.97)
さらに w = cBw,N

+ v̂であることおよび SRWの平行移動不変性より O( LN )の誤
差を無視すれば (2.97)はつぎで近似される：

2

π

∫
∂(0,1)2

Π(0,1)2
(w
N
, dz
)

log
∣∣∣z − w

N

∣∣∣− 2

π
Ev̂

[
log

∣∣∣∣∣ v̂L −
Xτ

∂(−L
2

, L
2

)2

L

∣∣∣∣∣
]

+
2 log 2

π
r.

(2.98)
離散調和測度が連続調和測度で近似できること (補題 1.6) を (2.98)の第 2項に
対して使うと, (2.98) は 2

π g1( wN ) − 2
π g2( v̂L ) + 2 log 2

π r で近似できる. したがって,
(2.94)が成り立つ. (2.93), (2.94)より, (2.92)はつぎで近似される：

π

2(log 2)
3
2

e
√
2πxw,N ze−

√
2πz(−y)e−

√
2πy4−(n−ℓ)e−2g1(

w
N )e2g2(

v̂
L ). (2.99)

ここで xw,N の定義 (2.85) および (2.93), (2.94)より,

xw,N ≈ 2

√
2

π

(
g1(

w

N
) − g2(

v̂

L
)

)
. (2.100)

これより (2.99) を w ∈ Ξv̂,N ∩NAについて足したものはつぎで近似される27：

π

2(log 2)
3
2


(
L

N

)2 ∑
w∈Ξv̂,N∩NA

e2g1(
w
N )

 e−2g2(
v̂
L )(−y)e−

√
2πyze−

√
2πz. (2.101)

(2.101)の和の部分は [δ, 1− δ]2を N
L 等分して各小部分正方形から代表点

w
N (w ∈

Ξv̂,N ∩NA) をとったときの Riemann和なので (2.101)はN → ∞のときつぎで
近似される：

π

2(log 2)
3
2

∫
A

e2g1(x)dx · e−2g2(
v̂
L )(−y)e−

√
2πyze−

√
2πz. (2.102)

27L = 2ℓ, N = 2n を思い出してください.
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(2.102)より (2.88) をつぎで近似できる28：

ze−
√
2πz

∫
A

e2g1(x)dx

× π

2(log 2)
3
2

∑
v̂∈VL

e−2g2(
v̂
L )

∫ ℓ

ℓ
2
5

ye
√
2πyP

[
max

u∈v̂+(− L̃
2 ,

L̃
2 )2

h
(−L

2 ,
L
2 )2

u ≥ 2

√
2

π
logL+ y

]
dy.

(2.103)

したがって, Jℓ,ℓ̃,δを (2.103) の第 2行目で定義すれば欲しかった (2.82)を得る. □

ステップ 7：仕上げ.
命題 2.17の証明概略 命題 (2.18)-(2.21) より次を得る：

P
[
maxv∈NA∩ṼN

hVN
v ≥ mN + z

]
ze−

√
2πz

≈ Jℓ,ℓ̃,δ

∫
A

ψ(0,1)2(x)dx. (2.104)

(2.104)の左辺を IN,z(A)とおく. 大雑把にいうと, IN,z(A)は N に依存するが
Jℓ,ℓ̃,δ は N に依存しないので Iz(A) := limN→∞ IN,z(A) = Jℓ,ℓ̃,δ

∫
A
ψ(0,1)2(x)dx.

さらに ℓ≫ zよりあたかも zは ℓに依存しないものとみなすと, limℓ,ℓ̃→∞ Jℓ,ℓ̃,δ =

m−1
δ Iz([δ, 1 − δ]2). ただし, mδ :=

∫
[δ,1−δ]2 ψδ(x)dx. この極限を α∗

δ とおくと

目標であった (2.63) を得る. また mδ, Iz([δ, 1 − δ]2) は δ に関して単調なので
α∗ := limδ→0 α

∗
δ が存在する. □

2.6 DGFFの最大値分布の収束：主定理の証明

本節では 2章の主定理である定理 2.1の証明を与える. 証明はいくつかの近似ス
テップを経た後, 命題 2.15 をつかって具体的に極限確率変数を構成する.
証明に入る前に離散正方形 VN および連続正方形 [0, 1]2 の分割に関する記号

を導入する.

• N = 2n, K = 2k

• V K,iN , 1 ≤ i ≤ K2 · · · VN をK 等分割したときできる N
K × N

K -正方形

• FN,K := σ
{
hVN
v : v ∈

∪K2

i=1 ∂V
K,i
N

}
• (Coarse field) Xc

v,N,K := E
[
hVN
v |FN,K

]
, v ∈ VN

• (Fine field) Xf
v,N,K := hVN

v −Xc
v,N,K , v ∈ VN

• δ · · · δ−1 は 2のべき乗

• (V K,iN の δ-内部) V K,δ,iN :=
{
v ∈ V K,iN : d∞(v, ∂V K,δN ) ≥ δN

K

}
, 1 ≤ i ≤ K2

28VL の定義を (2.87) から思い出してください. また Y は L× L 正方形上の DGFF であること
に注意.
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• V K,δN :=
∪K2

i=1 V
K,δ,i
N

• WK,i, 1 ≤ i ≤ K2 · · · [0, 1]2 をK 等分したときできる 1
K × 1

K -正方形

• (WK,i の δ-内部) WK,δ,i :=
{
x ∈WK,i : d∞(x, ∂WK,i) ≥ δ

K

}
, 1 ≤ i ≤

K2

• WK,δ :=
∪K2

i=1W
K,δ,i

定理 2.1の証明.

ステップ 1：DGFFは最大値を V K,δN 上でとる.

補題 2.22 ([38, Proposition 5.1])

lim
δ↓0

lim sup
K→∞

lim sup
N→∞

P

[
max
v∈VN

hVN
v ̸= max

v∈V K,δ
N

hVN
v

]
= 0. (2.105)

証明概略 (maxv∈VN
hVN
v −mN )N≥1が緊密であること (定理 1.10) およびDGFF

の最大値の右裾分布評価 (命題 2.10)による. まずつぎに注意する：任意の λ ∈ R
に対して,

max
v∈VN\V K,δ

N

hVN
v ≤ mN−λかつ max

v∈VN

hVN
v > mN−λ⇒ max

v∈VN\V K,δ
N

hVN
v ̸= max

v∈VN

hVN
v .

(2.106)
(2.106)より, P[maxv∈VN\V K,δ

N
hVN
v = maxv∈VN

hVN
v ] は上から次で評価できる：

P

[
max

v∈VN\V K,δ
N

hVN
v > mN − λ

]
+ P

[
max
v∈VN

hVN
v ≤ mN − λ

]
. (2.107)

命題 2.10より (2.107)の第 1項目は上から c

√
|VN\V K,δ

N |
|VN | e

√
2πλ で評価できるので

N → ∞, K → ∞, δ ↓ 0とすると 0に収束する. また (maxv∈VN
hVN
v −mN )N≥1

が緊密であることより, (2.107)の第 2項目はN → ∞, λ→ ∞とすると 0に収束
する. □

ステップ 2：DGFFの最大値は fine fieldがとる. z⋆ ∈ V K,δN をつぎを満たす点
とする：

Xf
z⋆,N,K

= max
1≤i≤K2

max
v∈V K,δ,i

N

Xf
v,N,K .

補題 2.23 ([38, Proposition 5.2]) 任意の ε > 0, 十分小さい δ > 0に対して,

lim
K→∞

lim sup
N→∞

P

[
max
v∈V K,δ

N

hVN
v ≥ hVN

z⋆ + ε

]
= 0. (2.108)

さらにある正定数 αが存在して,

g(K) := α log logK (2.109)

とおくと,

lim
K→∞

lim sup
N→∞

P
[
Xf
z⋆,N,K

≤ mN
K

+ g(K)
]

= 0. (2.110)
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証明のアイディア. 証明の方針のみ述べる. V K,δN =

K2∪
i=1

V K,δ,iN なので, (2.108)の

左辺の事象はつぎの事象に含まれる：

K2∪
i=1

{
hVN
vi ≥ hVN

zi + ε
}
∩ {hVN

vi = max
v∈V K,δ

N

hVN
v }. (2.111)

ただし, 各 i ∈ {1, . . . ,K2} に対して, vi は DGFF が V K,δ,iN 上で最大値をとる
点 vi := argmaxV K,δ,i

N
hVN であり, zi は fine fieldが V K,δ,iN 上で最大値をとる点

zi := argmaxV K,δ,i
N

Xf
·,N,K とする. いま 1 ≤ i ≤ K2 を固定し, この i に対し

て (2.111) の事象が成り立つとする. ここで f(k)を limk→∞ f(k) = ∞なるも
のとする29. |vi − zi| ≤ f(k) ならば hVN

vi − hVN
zi ≥ ε ⇒ Xc

vi,N,K
− Xc

zi,N,K
≥

ε+(Xf
zi,N,K

−Xf
vi,N,K

) ≥ εが成り立ってしまい30, coarse fieldの「連続性」に反
し矛盾. また, |vi− zi| > f(k)ならば 2点間距離が「中間」(f(k) ≤ |vi− zi| ≤ N

K )
なのにも関わらず, hVN

vi , hVN
zi は大きい値をとってしまい, 定理 1.12に反し矛盾.

よって, hVN
vi − hVN

zi ≥ εとなる確率は非常に小さい.
実際の証明はDGFFの最大値の緊密性, DGFFの最大値の右裾分布評価, coarse

fieldの共分散評価, 最大値付近をとる点の配置の幾何などの事実を総動員して示
す. 証明は長く, テクニカルなのでここでは詳細は省略する. 興味のある方は [38,
Section 5]をご覧ください.

ステップ 3：Coarse fieldの収束.
このステップでは coarse field(Xc

v,N,K)v∈V K,δ
N
がN → ∞のときあるガウス場に

収束することをみる. Coarse fieldの共分散を

CcN,K(u, v) := E
[
Xc
u,N,KX

c
v,N,K

]
, u, v ∈ V K,δN

とおく.

補題 2.24 ([38, Lemma 2.1]) 31

lim
N→∞

sup
u,v∈V K,δ

N ×V K,δ
N

|CcN,K(u, v) − CcK(
u

N
,
v

N
)| = 0. (2.112)

ただし, 各 i = 1, . . . ,K2, x, y ∈WK,δ,i に対して32,

CcK(x, y) :=
2

π

∫
∂[0,1]2

Π[0,1]2(x, dz) log |y− z|− 2

π

∫
∂WK,i

ΠWK,i

(x, dz) log |y− z|

(2.113)

29k は K = 2k の k のことである.
30最初の不等式では DGFFの fine fieldおよび coarse fieldへの分解を使っており, 最後の不等式
では Xf

zi,N,K
の最大性を使っている.

31[27, Lemmas 4.1, 4.3] もご覧ください.
32本節の初めに定義した通り, WK,δ,i, 1 ≤ i ≤ K2 は [0, 1]2 を K 等分してできる各部分正方形
の δ-内部達です.
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と定義し, x ∈WK,δ,i, y ∈WK,δ,j , i ̸= j に対して,

CcK(x, y) :=
2

π

∫
∂[0,1]2

Π[0,1]2(x, z) log

(
|y − z|
|x− y|

)
dz (2.114)

と定義する. 特にCcK(·, ·)を共分散としてもつ期待値0のガウス場を (ZcK,δ(x))x∈WK,δ

と表記すると N → ∞ のとき, 有限次元分布の意味で (Xc
⌊xN⌋,N,K)x∈WK,δ は

(ZcK,δ(x))x∈WK,δ に収束する.

証明概略.

Gibbs-Markov性 (補題 1.4)より, fine field Xf
·,N,K と coarse field Xc

·,N,K は独立
である. よって, E[hVN

u hVN
v ]は

E
[
(Xf

u,N,K +Xc
u,N,K)(Xf

v,N,K +Xc
v,N,K)

]
= E

[
Xf
u,N,KX

f
v,N,K

]
+ CcN,K(u, v)

(2.115)

と等しい. 各 (Xf
v,N,K)v∈V K,i

N
が V K,iN 上のDGFFであること, DGFFの共分散は

Green関数で与えられること, および (2.115)より, 各 i = 1, . . . ,K2, u, v ∈ V K,iN

に対して,

CcN,K(u, v) = GVN (u, v) −GV
K,i
N (u, v). (2.116)

ここで Green 関数のポテンシャル核による表現 (補題 1.5) を使うと, ある i =

1, . . . ,K2 が存在して u, v ∈ V K,δ,iN のとき,

CcN,K(u, v) =
∑

z∈∂VN

Pu[Xτ∂VN
= z]a(z − v) −

∑
z∈∂VN

Pu[Xτ
∂V

K,i
N

= z]a(z − v)

(2.117)

と表せ,33 u ∈ V K,δ,iN , y ∈ V K,δ,jN , i ̸= j のとき, E[Xf
u,N,KX

f
v,N,K ] = 0より, 再び

補題 1.5を使うと

CcN,K(u, v) = GVN (u, v) =
∑

z∈∂VN

Pu[Xτ∂VN
= z](a(z − v) − a(u− v)). (2.118)

離散調和測度が連続調和測度に収束すること (補題 1.6)およびポテンシャル核の
評価 (1.4)より (2.117), (2.118) の右辺はそれぞれ (2.113), (2.114)で近似できる.
□

ステップ 4：極限確率変数の構成.
このステップでは DGFFの最大値の右裾分布の極限定理 (命題 2.15)に基づいて
DGFFの最大値の極限確率変数にあたるものを具体的に構成する.
まず, Gibbs-Markov 性 (補題 1.4) より, (Xf

v,N,K)v∈V K,δ,i
N

, i = 1, . . . ,K2 は

i.i.d. ガウス場であり,

(Xf
v,N,K)v∈V K,δ,i

N

law
= (h

V K,i
N
v )v∈V K,i

N
, i = 1, . . . ,K2

33(X)i≥0 は VN 上の SRW.
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であることに注意する. つぎに,

Xf,∗
i := max

v∈V K,δ,i
N

Xf
v,N,K

とおき, 3種の確率変数列(
℘i := 1{Xf,∗

i −mN
K

≥g(K)}

)K2

i=1

,

(
Xf,∗
i −mN

K

)K2

i=1
,(

zi := argmaxV K,δ,i
N

Xf
·,N,K

)K2

i=1

に着目する34. 考えたいのはmax1≤i≤K2 Xf,∗
i なので (2.110)より, Xf,∗

i −mN
K

≥
g(K)となる iだけに着目すればよい. 命題 2.15より iがそのように「成功」する
確率は

P[℘i = 1] ≈ α∗mδg(K)e−
√
2πg(K) (2.119)

である. ただし, mδ :=
∫
[δ,1−δ]2 ψ

(0,1)2(x)dxとおく. そのように「成功」した i

に対してXf,∗
i −mN

K
と ziの同次分布は命題 2.15よりつぎのような条件付き確率

で与えられる：任意の x ≥ 0と任意の開集合 A ⊂ [δ, 1 − δ]2 に対して,

P
[
Xf,∗
i −mN

K
≥ g(K) + x,

K

N
(zi − pi) ∈ A

∣∣∣∣ Xf,∗
i −mN

K
≥ g(K)

]
≈ g(K) + x

g(K)
e−

√
2πx

∫
A

ψ(0,1)2(z)

mδ
dz. (2.120)

ただし, piはWK,iの左下頂点. 以上の観察から (℘i)
K2

i=1, (Xf,∗
i −mN

K
)K

2

i=1, (zi)
K2

i=1

は以下の 3種の独立な確率変数列 (℘K,δi )K
2

i=1, (g(K) + Y Ki )K
2

i=1, (zK,δi )K
2

i=1 によっ
て近似できる (厳密な近似の意味については [38, Proposition 6.3]をご参照くだ
さい)：

• (℘K,δi )K
2

i=1 · · · i.i.d. Bernoulli確率変数列で

P[℘K,δ1 = 1] = α∗mδg(K)e−
√
2πg(K).

• (Y Ki )K
2

i=1 · · · i.i.d. 非負値確率変数列で任意の x ≥ 0に対して,

P[Y Ki ≥ x] =
g(K) + x

g(K)
e−

√
2πx.

ただし, g(K)は (2.109)で定義したものである.

34g(K) は (2.109) で定義したものです.
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• (zK,δi )K
2

i=1 · · · 独立な確率変数列で各 i = 1, . . . ,K2 および各 Borel 集合
A ⊂ [δ, 1 − δ]2 に対して,

P[K(zK,δi − pi) ∈ A] = m−1
δ

∫
A

ψ(0,1)2(x)dx.

ステップ 5：DGFFの最大値分布の収束.
以下で使う≈は「左辺の分布は右辺の分布で近似できる」ことを意味する. まず
ステップ 1, 2より

max
v∈VN

hVN
v ≈ max

v∈V K,δ
N

hVN
v ≈ max

1≤i≤K2
(℘iX

f,∗
i +Xc

zi,N,K). (2.121)

つぎにステップ 3, 4およびmN ≈ mN
K

+ 2
√

2
π logK より35,

max
1≤i≤K2

(℘iX
f,∗
i +Xc

zi,N,K) −mN

≈ max
1≤i≤K2

(
℘K,δi (g(K) + Y Ki ) + ZcK,δ(z

K,δ
i ) − 2

√
2

π
logK

)
. (2.122)

大雑把にいって (2.122) の右辺は N に依存しないので maxv∈VN
hVN
v − mN は

N → ∞のとき法則収束する36.
ステップ 6：極限分布関数の積分表示

任意の x ∈ Rをとる. (2.121), (2.122)より, P[maxv∈VN
hVN
v −mN ≤ x]はつぎ

で近似できる：

P
[

max
1≤i≤K2

℘K,δi (g(K) + Y Ki ) − Z
c

K,δ(i) ≤ x

]
. (2.123)

ただし, Z
c

K,δ(i) := 2
√

2
π logK−ZcK,δ(z

K,δ
i )とおいた. ここで極限 coarse fieldが

生成する σ-加法族を Fc := σ(ZcK,δ(z
K,δ
i ) : 1 ≤ i ≤ K2)とおくと, Fc の条件付

けのもとでは ℘K,δi (g(K) + Y Ki ), i = 1, . . . ,K2は独立なので (2.123)をつぎで表
せる：

E

K2∏
i=1

(
1 − P

[
℘K,δi (g(K) + Y Ki ) > x+ Z

c

K,δ(i) | Fc
]) . (2.124)

さらに Fcの条件付けのもとでは ℘K,δi と Y Ki は独立なので各 i = 1, . . . ,K2に対
して, P[℘K,δi (g(K) + Y Ki ) > x+ Z

c

K,δ(i) | Fc] はつぎと等しい：

P[℘K,δi = 1]P
[
Y Ki > x+ Z

c

K,δ(i) − g(K) | Fc
]

= α∗mδg(K)e−
√
2πg(K)

g(K) + x+ Z
c

K,δ(i) − g(K)

g(K)
e−

√
2π(x+Z

c
K,δ(i)−g(K))

≈ α∗mδZ
c

K,δ(i)e
−
√
2π Z

c
K,δ(i)e−

√
2πx. (2.125)

35ZcK,δ は補題 2.112 で定義した CcK(·, ·) を共分散にもつ期待値 0 のガウス場.
36実際の証明では maxv∈VN

h
VN
v −mN の分布が Lévy 距離に関して Cauchy 列であることを示

す.
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よって, (2.123)-(2.125)より,

P
[

max
v∈VN

hVN
v −mN ≤ x

]

≈ E

exp

−α∗mδe
−
√
2πx

K2∑
i=1

Z
c

K,δ(i)e
−
√
2π Z

c
K,δ(i)


 . (2.126)

大雑把にいうと左辺は N に依存するが右辺は N に依存しない. よって, DGFF

の極限分布は右辺で表せる. さらに右辺は
∑K2

i=1 Z
c

K,δ(i)e
−
√
2π Z

c
K,δ(i) の Laplace

変換とみなせるのでK → ∞のときこの確率変数はある確率変数に法則収束する.
その極限確率変数を Z とおき, 最後に δ ↓ 0とすると (2.1)を得る. □

3 DGFFの極大値過程の収束

Biskup氏と Louidor氏は一連の論文 [28, 29, 30]でDGFFの極大値統計がランダ
ムな強さ測度をもつ Poisson点過程にクラスターを付け加えたものに収束するこ
とを示した. 本章ではその内容を概観する. なお, Biskup氏ご本人による講義録
[27]があるので本格的に DGFFを勉強したい方はそちらもご覧ください.
定理 1.12が示唆しているように DGFFが最大値付近の値をとる点たちは互

いに十分離れた小さなクラスターを形成すると考えられる. 2章では最大値のみ
を扱ったが, そのようなクラスターを調べるには他の極大値をとる点たちも同時
に扱う必要がある. どうしたらよいだろうか? Biskup氏と Louidor氏は DGFF
の極大値過程 (点過程)を考えることによって「クラスターを解析する」というこ
との定式化を行い, クラスターの配置および法則を厳密に求めることに成功した.
いまからこのことを具体化していく.

注：以下で断りなしに D や DN が出てきた場合, 定義 1.1で定義した Dから許
容可能な開集合 D を任意にとり, 定義 1.2で定義した D の許容可能な離散近似
(DN )N≥1 を任意にとってきたと考えてください.

まずDGFFの極大値過程はいくつかの種類を考えることができるが, 本節で考え
る中で最も多くの情報量を持っているものはつぎで定義される点過程 (ランダム
点測度)である：

ηDN,r :=
∑
x∈DN

1
{hDN

x = max
z∈Λr(x)

hDN
z }δ x

N
⊗ δ

h
DN
x −mN

⊗ δ{hDN
x −hDN

x+z : z∈Z2}. (3.1)

ただし, 各 x ∈ Z2, r > 0に対して,

Λr(x) := {y ∈ Z2 | |y − x| ≤ r}. (3.2)

定義関数からわかるようにこの点過程では極大値をとる点のみに着目しており, そ
のような点の「位置」, 「極大値の揺らぎ」, 「極大値とのギャップ」という 3つ
の情報を持っている. 最初の 2つの情報はクラスターの代表点に関するもの (クラ
スターの大域的な情報)であり, 最後の情報はクラスター内部に関するもの (クラ
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スターの局所的な情報)である. 点過程 (3.1)はクラスターについて欲しい情報を
すべて持っているのでこれについて詳しく調べればよいのだが, クラスター内で
は DGFFの相関が強すぎるため, いきなり (3.1) を解析するのは困難である. そ
こでBiskup氏と Louidor氏はまず (3.1) の最初の 2つの情報だけに制限したもの

η̃DN,r :=
∑
x∈DN

1
{hDN

x = max
z∈Λr(x)

hDN
z }δ x

N
⊗ δ

h
DN
x −mN

(3.3)

を解析してクラスターの大域的な性質を調べた [28, 29]. その後, クラスターの局
所的な性質に焦点を絞りクラスターの法則を求め, クラスターの大域的な結果と
局所的な結果をあわせて (3.1)の収束を示した [30].
定理を紹介する前にランダム測度が収束するとはどういう意味かを述べてお

く. 複数の空間上のランダム測度を後で考えるので一般的な定義を与える. 完備
可分距離空間 (E,B(E))上の非負値 Radon測度全体をM(E)とおく. M(E)-値
確率変数列 (µN )N≥1がN → ∞のときM(E)-値確率変数 µに法則収束するとは
任意の f ∈ C+

c (E) 37に対して, R-値確率変数 ⟨µN , f⟩が N → ∞のとき R-値確
率変数 ⟨µ, f⟩に法則収束することである. ただし, ν ∈M(E), f ∈ C+

c (E)に対し
て, ⟨ν, f⟩ :=

∫
E
fdν. また収束定理ではランダム測度をもつ Poisson点過程もで

てくるのでその定義も与えておく. Deterministicな測度 ν ∈M(E)が与えられた
とき, 以下の (i), (ii)を満たすM(E)-値のランダム点測度 ξ を強さ測度 ν をもつ
Poisson点過程と呼び, PPP(ν)と表記する：

(i) 任意の A ∈ B(E)と任意の k ≥ 0に対して,

P [ξ(A) = k] = e−ν(A) ν(A)k

k!
.

(ii) n ∈ N, Ai ∈ B(E), i = 1, . . . , nが互いに素ならば ξ(Ai), i = 1, . . . , nは独立.

ランダム測度 µが与えられたとき, µに関する条件付けのもとで PPP(µ)の分布
をもつランダム測度も同様に µを強さ測度にもつ Poisson点過程 (あるいは Cox
過程)と呼びPPP(µ)と表記する. すなわち, PPP(µ)の分布を計算するとき, まず
µについて条件づけて Poisson点過程として計算して最後に µに関して積分する.
まず点過程 (3.3) 38 の収束定理を紹介する. Biskup氏と Louidor氏は点過程

(3.3) がランダムな強さ測度をもつ Poisson点過程に法則収束することを示した：

定理 3.1 ([28, Theorem 1.1], [29, Theorem 2.1], [27, Theorem 10.28]) D ∈ D
を任意にとる39. このときD上のあるランダム測度 ZD(dx)が存在して, つぎが
成り立つ：Dの任意の許容可能な離散近似列 (DN )N≥1と limN→∞ rN = ∞かつ
limN→∞

rN
N = 0 なる任意の正数列 (rN )N≥1 に対して, N → ∞のとき,

η̃DN,rN
law−→ PPP

(
ZD(dx) ⊗ e−

√
2πhdh

)
. (3.4)

ただし,
law−→は N → ∞のとき左辺のランダム測度が右辺のランダム測度に法則

収束することを表す. さらに ZD は臨界的 Liouville量子重力測度である40.
37C+

c (E) は E から [0,∞) への連続関数でコンパクト台をもつもの全体
38この点過程は D × R 上のランダム測度である.
39定義 1.1, 1.2 を思い出してください.
40臨界的 Liouville 量子重力測度の定義については [27, Section10.5] をご覧ください.
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注 3.2 (Update) 臨界的 Liouville 量子重力測度 (LQG) は Duplantier-Rhodes-
Sheffield-Vargas 氏らにより構成された [59]. それを µ′ とおく. µ′ の複数の構
成法が知られている. hを D上の連続ガウス自由場とし, hε(x)を xを中心とす
る半径 εの円上における hの平均とする.

µγε (dx) := R(x;D)
γ2

2 eγhε(x)− γ2

2 E[h2
ε(x)]dx

とおく. ただし,

R(x;D) := exp

{∫
∂D

ΠD(x, dz) log |x− z|
}
.

Duplantier-Sheffield氏らにより γ < 2のとき µγ
2−k はD上のあるランダム測度 µγ

に確率 1で弱収束することが示された [60] (Berestycki氏によるより一般のガウス
乗法カオスの構成法 [25]もご覧ください). 一方, γ ≥ 2のとき極限測度は 0であ
る [69, 88]. この意味で γ < 2のとき µγ を劣臨界的 LQG, と呼ぶ. そこで γ = 2
では適切な正規化が必要である. 正規化の仕方は大きく 2通りあり, Seneta-Heyde
正規化と微分による正規化がある. Junnila-Saksman氏らは Seneta-Heyde正規
化により臨界 LQGを構成できることを示した [68]：

R(x;D)2
√

log(ε−1)e2hε−2E[h2
ε]dx

ε→0→
√

2

π
µ′ (確率収束).

Powell氏は微分正規化41 により臨界 LQGを構成できることを示した [86]：

R(x;D)2(2E[hε(x)2] − hε(x))e2hε−2E[h2
ε]dx

ε→0→ µ′ (確率収束).

なお上では hεを円平均でとったが, もっと一般の軟化子で同じ結果が [68, 86]に
おいて示されている. さらに Aru-Powell-Sepúlveda氏らは劣臨界的 LQGのパラ
メータ γ を 2に近づけたときの極限として µ′ が得られることを示した [17]：

lim
γ↑2

µγ
2 − γ

= 2µ′ (確率収束).

つぎに点過程 (3.1) 42 の収束定理を紹介する.

定理 3.3 ([30, Theorems 2.1, 2.3]) D ∈ Dを任意にとる. ZD(dx)を定理 3.1 で
現れたものとする. このとき [0,∞)Z

2

上の確率測度 ν∞(dϕ)が存在してつぎが成
り立つ：D の任意の許容可能な離散近似列 (DN )N≥1 と limN→∞ rN = ∞かつ
limN→∞

rN
N = 0 なる任意の正数列 (rN )N≥1 に対して, N → ∞のとき,

ηDN,rN
law−→ PPP

(
ZD(dx) ⊗ e−

√
2πhdh⊗ ν∞(dϕ)

)
. (3.5)

41「微分」という理由は正規化の形がつぎのように γ に関して微分した形をしていることからくる：

−
d

dγ
eγhε(x)− γ2

2
E[h2

ε(x)]dx|γ=2 = (2E[hε(x)2]− hε(x))e
2hε−2E[h2

ε]dx.

42この点過程は D × R× RZ2
上のランダム測度である.
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さらに, クラスター法則 ν∞(dϕ)はつぎの法則収束極限として与えられる：

ν∞(dϕ) = w − lim
r→∞

ν0
(
ϕ· +

√
2π a(·) ∈ · | ϕx +

√
2πa(x) ≥ 0, ∀|x| ≤ r

)
.

(3.6)
ただし, ν0(dϕ)は Z2\{0}上のDGFFの法則であり, a(·)はポテンシャル核 (1.3)
とする.

定理 3.1, 3.3 の証明手法は異なる. 定理 3.1 の証明ではまず点過程 (3.3) の任意
の収束する部分列の極限が PPP(ZD(dx) ⊗ e−

√
2πhdh) の形になることを示し43,

つぎに ZD(dx)の法則は部分列の取り方によらず一意的であることを示す. 前半
部分 (部分列極限の特徴づけ) で鍵となるものは点過程 (3.3) の任意の部分列極限
が共通してもつある種の「分布不変性」44 および Liggett氏による相互作用をも
たない粒子系に対する不変測度の一般論 [76] である45. 後半部分 (極限の一意性)
で鍵となるのは最大値の極限定理 (定理 2.1)を拡張したものである.
定理 3.3 の証明ではまずクラスターの配置は定理 3.1 でわかっており, クラス

ター同士は互いに十分離れている (定理 1.10)のでひとつのクラスターに着目しそ
の法則だけを考えればよいだろう. そこでクラスターの法則が (3.6)の形をしてい
る理由の heuristicsを述べておく. 簡単のためDGFFが原点で極大値mN をとる
状況を考えよう. Gibbs-Markov性より DGFFは hVN

· = h
VN\{0}
· + gN (·)mN と

分解できる. ただし, hVN\{0}および gN の定義はつぎの通り：hVN\{0}は VN\{0}
上の DGFFであり N → ∞のとき Z2\{0}上の DGFF で近似できるだろう. 一

方, gN は gN (x) := Px[Xτ∂DN∪{0} = 0] = GDN (x,0)

GDN (0,0)
であり, N → ∞ のとき

mN −gN (·)mN = GDN (0,0)−GDN (0,·)
GDN (0,0)

mN は
√

2πaに収束する46. よって, N → ∞
のとき, 原点付近では hDN

0 − hDN は Z2\{0}上のDGFFと
√

2πaの和であり, さ
らに原点で極大値をとるという条件があるので (3.6)のような条件付き測度の極
限がクラスター法則として現れる.

3.1 定理 3.1の証明概略

証明は「部分列極限の特徴づけ」および「極限の一意性の証明」から成る.

ステップ 1：部分列極限の存在. DGFFが最大値付近の値をとる点の集合を

ΓDN (t) := {x ∈ DN | hDN
x ≥ mN − t}, t > 0 (3.7)

と定義する. η̃DN,rN が緊密であることはつぎの先行研究からわかる：

43この段階では ZD(dx) は部分列の取り方に依存する可能性を排除できない
44大雑把にいうと部分列極限

∑
i∈N δxi ⊗ δhi

の第 2 成分に独立なドリフトつき Brown 運動

B
(i)
t −

√
π
2
tを付け加えても分布は不変というもの. Biskup氏とLouidor氏はこの不変性を”invariance

under Dysonization” と呼んでいる.
45分布不変性により部分列極限を Liggett氏の一般論の枠組みにのせることが可能になり, Liggett

氏の一般論により部分列極限が PPP (ZD(dx)⊗ e−
√
2πhdh) の形になることを示せる.

46ポテンシャル核の定義 (1.3) より, limN→∞(GDN (0, 0) − GDN (0, x)) = a(x). また,
√
2π は

mN

GDN (0,0)
=

2
√

2
π

logN+O(log logN)

2
π

logN+O(1)

N→∞−→
√
2π からくる.
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定理 3.4 ([57, Theorem 1.2]) ある正定数 c1, c2 が存在して,

lim
t→∞

lim
N→∞

P
[
ec1t ≤ |ΓDN (t)| ≤ ec2t

]
= 1. (3.8)

実際, 任意の f ∈ C+
c (D × R) に対して, ある t > 0が存在して47,

|⟨η̃DN,rN , f⟩| ≤ ∥f∥∞|ΓDN (t)|

なのでこれと定理 3.4より η̃DN,rN が緊密であるとわかる.

ステップ 2：部分列極限の分布不変性. ステップ 1より η̃DN,rN は収束する部分列
をもつ. それらの部分列極限が共通してもつ性質として分布不変性がある. イン
フォーマルにこの分布不変性がどのようなものかを述べた後, 正式な主張を述べ
る. まず η̃DN,rN の任意の部分列極限を ηD とおくと, ηD は点過程なので

ηD =
∑
i∈N

δxi ⊗ δhi

の形でかける. 第 2成分に独立なドリフトつき Brown運動を付加した

ηt :=
∑
i∈N

δxi
⊗ δ

hi+B
(i)
t −

√
π
2 t

を考える.分布不変性とはインフォーマルには

ηt
law
= ηD, t ≥ 0 (3.9)

となることである. 正確な主張は次の通り：

命題 3.5 (分布不変性) ηD を η̃DN,rN の任意の部分列極限とする. 任意の f ∈
C+
c (D × R) に対して,

E
[
e−⟨ηD,f⟩

]
= E

[
e−⟨ηD,ft⟩

]
. (3.10)

ただし, (Bt)t≥0 を原点出発の標準 Brown運動としたとき

ft(x, h) := − logE
[
e−f(x,h+Bt−

√
π
2 t)
]

とおいた.

この分布不変性は部分列極限が PPP(ZD(dx) ⊗ e−
√
2πhdh)の形の Cox過程とし

て特徴づけられることを示す上で不可欠である.
命題 3.5の証明のアイディア. ここでは heuristicsのみを述べる. h′, h′′をDGFF
hDN の独立なコピーとする. このとき, 共分散を計算すればすぐわかるように任
意の t ≥ 0に対して

hDN
law
=

√
1 − π

2

t

logN
h′ +

√
π

2

t

logN
h′′. (3.11)

47f はコンパクトな台をもつので, ある t > 0 が存在して D × [−t, t]c 上で f ≡ 0.
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ここで Taylor 展開より
√

1 − π
2

t
logN = 1 − π

4
t

logN + O( t2

(logN)2 ) であり, h′ =

O(logN)なので

hDN ≈ h′ − π

4

t

logN
h′ +

√
π

2

t

logN
h′′ + o(1). (3.12)

ここで h′と h′′が独立であることおよび
√

π
2

t
logN h

′′の分散がO(1)であることよ

りつぎが成り立つ (正確な主張については [28, Lemmas 4.6, 4.7]をご覧ください)：

hDN
x = mN +O(1) “ ⇔ ” h′x = mN +O(1), (3.13)

h′x, h
′
y = mN +O(1) “ ⇒ ”

√
π

2

t

logN
h′′x ≈

√
π

2

t

logN
h′′y . (3.14)

これら (3.13), (3.14) より hDN が極大値をとる集合と h′ が極大値をとる集合は
ほぼ一致する (正確な主張については [28, Lemma 4.8]をご覧ください)：

ΘN,rN ≈ Θ′
N,rN . (3.15)

ただし48,

ΘN,rN := {x ∈ DN |hDN
x = max

y∈ΛrN
(x)
hDN
y }, Θ′

N,rN := {x ∈ DN |h′x = max
y∈ΛrN

(x)
h′y}.

したがって, (3.12), (3.15)より

η̃DN,rN =
∑

x∈ΘN,rN

δ x
N
⊗ δ

h
DN
x −mN

≈
∑

x∈Θ′
N,rN

δ x
N
⊗ δ

h′
x−

√
π
2 t+

√
π
2

t
log N h

′′
x
. (3.16)

ここで x ̸= yなる x, y ∈ Θ′
N,rN

に対して, 定理 1.12より, |x− y| > N
rN
が成り立

つ. このことおよび共分散評価 (補題 2.4)より,

Cov

(√
π

2

t

logN
h′′x,

√
π

2

t

logN
h′′y

)
=
π

2

t

logN
O(log(rN )) = o(1). (3.17)

また, DGFFの分散評価 (補題 2.4)より,

Var

(√
π

2

t

logN
h′′x

)
=
π

2

t

logN

(
2

π
logN +O(1)

)
= t+ o(1). (3.18)

よって, (3.17), (3.18)より h′に付加されている
√

π
2

t
logN h′′ は独立な標準Brown

運動とみなせる. したがって, (3.16)の両辺で部分列極限をとると分布不変性 (3.9)
がいえる. □

ステップ 3：部分列極限はCox過程. 分布不変性 (命題 3.5)から η̃DN,rN の任意の

部分列極限が PPP(ZD(dx) ⊗ e−
√
2πhdh) の形で表せることを示す49. Liggett氏

の理論 [76]が鍵となる.

48ΛrN (x) の定義を (3.2) から思い出してください.
49この段階では ZD(dx) が部分列の取り方に依存する可能性までは排除できない.
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定理 3.6 ([76, Theorem 1.2, Corollary 3.8]) 50

(1) 完備可分距離空間 X 上の推移確率 P (x, dy)はつぎを満たすとする：任意のコ
ンパクト集合 C ⊂ X に対して,

lim
n→∞

sup
x∈X

Pn(x,C) = 0.

さらに, X 上の点過程 η =
∑
i∈N

δxi
が η

law
=
∑
i∈N

δ
X

(i)
1
をみたすとする. ただし,

{X(i)
n |n ≥ 0}, i ∈ N は P を推移確率としてもつ独立な Markov 連鎖で任意の

i ∈ Nに対してX
(i)
0 = xi a.s. であるとする. このとき, X 上のあるランダム測度

M であってMP
law
= M かつ η

law
= PPP(M) なるものが存在する51.

(2) X = Rであり, 任意の x ∈ R, A ∈ B(R)に対して, P (x,A) = P (0, A− x)を
満たすとする. さらに Rの任意の真閉部分群 Gおよび x ∈ Rに対して x+Gは
P (0, ·)の台ではないとする.このとき, つぎが成り立つ：

MP
law
= M ⇒MP = Ma.s.

η̃DN,rN の任意の部分列極限 ηD に対してこの定理を適用しよう. X = D × Rと
おき, 各 t ≥ 0に対して Pt((x, h), A) := P

[
(x, h+Bt −

√
π
2 t) ∈ A

]
, A ∈ B(X )

とおく. 命題 3.5により, ηD は定理 3.6(1) の仮定を満たす. よって, 定理 3.6(1)

より D × R上のあるランダム Radon測度M が存在して, ηD
law
= PPP(M) かつ

MPt
law
= M が成り立つ. このランダム測度M を具体化するために A ∈ B(D)を

任意にひとつ固定し,

MA(B) := M(A×B), B ∈ B(R)

とおく. また, 各 t ≥ 0に対して Qt(·) := P0[Bt −
√

π
2 t ∈ · ] とおく. X = R,

P (x, ·) := Qt(· − x)に対して定理 3.6(2)を適用すると52,

MA ∗Qt = MA a.s.

Denyの定理 [52]([75, Theorem]もご覧ください)より, ある正数 α, βが存在して

MA(dh) = αe−κ1hdh+ βe−κ2hdh

と表せる. ただし, κ1, κ2は
∫
R e

κhQt(dh) = 1を満たす実数である. つまりBrown

運動の密度関数を使うと κは
∫
R e

κh 1√
2πt

e−
(h+

√
π
2

t)2

2t dh = 1を満たすものであり,

計算により κ = 0,
√

2πとわかる. よって,

MA(dh) = αdh+ βe−
√
2πhdh

50[76] ではもっと一般の設定を考えている.
51MP (A) :=

∫
X M(dx)P (x,A), A ∈ B(X ) と定義する.

52MA ∗Qt(B) :=
∫
RQt(B − y)MA(dy), B ∈ B(R) と定義する.
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と表せる. MA([0,∞)) = M(A× [0,∞)) <∞ 53 より, α = 0. よって,

MA(dh) = βe−
√
2πhdh.

特にMA([0,∞)) = β 1√
2π
より, β =

√
2πMA([0,∞))とわかる. そこで, ZD(A) :=

√
2πM(A× [0,∞))とおくと,

M(A×B) =

∫
B

MA(dh) = ZD(A)

∫
B

e−
√
2πhdh a.s.

よって, M(dxdh) = ZD(dx)e−
√
2πhdh a.s.とわかり, つぎを得る：

ηD
law
= PPP

(
ZD(dx) ⊗ e−

√
2πhdh

)
. (3.19)

ステップ 4：ZD の一意性.ステップ 3で得たZDは部分列の取り方に依存するかも
しれない. ZDの一意性を示すとき鍵となるのがDGFFの最大値の収束 (の拡張版)
である. A1, . . . , Ak を互いに素な開集合, t1, · · · , tk を任意の実数とする. DGFF
の最大値の収束定理 (定理 2.1)を拡張して, N → ∞のとき (max x

N ∈Ai
hDN
x )ki=1

が弱収束することがいえる ([28, Theorem 3.4]). そこで

P
[

max
x
N ∈Ai

hDN
x < mN + ti, i = 1, · · · , k

]
= P

[
⟨η̃DN,rN ,

k∑
i=1

1Ai×[ti,∞)⟩ = 0

]
(3.20)

について考えよう54. 右辺の部分列極限をとると

P

[
⟨PPP(ZD(dx) ⊗ e−

√
2πhdh),

k∑
i=1

1Ai×[ti,∞)⟩ = 0

]

= E
[
e
−

∑k
i=1 Z

D(Ai)
1√
2π
e−

√
2πti

]
. (3.21)

ただし, ZD は η̃DN,rN の部分列極限に現れる ZD(dx) である. (3.21) の右辺は
(ZD(Ai))

k
i=1の Laplace変換であることに注意する. 一方, (3.20) の左辺は部分列

をとらずとも全列が収束する. したがって, ZD の有限次元分布は部分列の取り方
によらず等しい. したがって, ZD の分布は一意的に定まり, (3.4)が成り立つ □.

(Update) ZD が臨界的 Liouville量子重力測度であることの heuristics. 簡単
のため D = (0, 1)2 の場合を考える. 部分開集合 A ⊂ (0, 1)2 を固定しておく. 本
稿の 2.6節の記号およびそこで考察したことを使う. まず 2.6節の議論 (2.123)に
より,

max
x
N ∈A

hVN
x −mN ≈ max

1≤i≤K2

WK,i⊂A

(
℘K,δi (g(K) + Y Ki ) − Z

c

K,δ(i)
)
.

53この理由は大雑把にいうと次の通り：まず ηD
law
= PPP(M) より ηD(A× [0,∞)) <∞ a.s. を

いえばよいことに注意. ηD は η̃DN,rN
の部分列極限であること, η̃DN,rN

(A× [0,∞)) = |ΓDN (0) ∩A|
であること, および定理 3.4 より ηD(A× [0,∞)) <∞ a.s. がいえる.

54(3.20) は左辺の事象を点過程の言葉で書き直しただけである.
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これと (3.21), および (2.125) より,

E
[
e
− 1√

2π
e−

√
2πtZ(0,1)2 (A)

]
≈ P

[
max
x
N ∈A

(hVN
x −mN ) ≤ t

]

≈ P

 max
1≤i≤K2

WK,i⊂A

(
℘K,δi (g(K) + Y Ki ) − Z

c

K,δ(i)
)
≤ t



≈ E

exp

−α∗mδ

 ∑
1≤i≤K2

WK,i⊂A

Z
c

K,δ(i)e
−
√
2π Z

c
K,δ(i)

 e−
√
2πt


 .

したがって,

Z(0,1)2(A) ≈
√

2πα∗mδ

∑
1≤i≤K2

WK,i⊂A

Z
c

K,δ(i)e
−
√
2π Z

c
K,δ(i). (3.22)

ここで Z
c

K,δ(i) = 2
√

2
π logK − ZcK,δ(z

K,δ
i ) であることを思い出そう. さらに

ZcK,δ(x)の分散は補題 2.24 で現れるCcK(x, x)で与えられることも思い出そう. こ

れらおよび zK,δi が ∂WK,i から δ
K 以上離れていることより

Var

(√
π

2
ZcK,δ(z

K,δ
i )

)
≈
∫
∂(0,1)2

Π(0,1)2(zK,δi , dz) log |zK,δi − z| + logK.

これと ψ(0,1)2 の定義 (2.57)より, (3.22)の右辺はつぎで近似される：

2α∗mδ
1

K2

∑
1≤i≤K2

WK,i⊂A

ψ(0,1)2(zK,δi )

{
2Var

(√
π

2
ZcK,δ(z

K,δ
i )

)
−
√
π

2
ZcK,δ(z

K,δ
i )

}

× e2
√

π
2 Z

c
K,δ(z

K,δ
i )−2Var(

√
π
2 Z

c
K,δ(z

K,δ
i )).

この形は注 3.2 で紹介した微分正規化による臨界的 Liouville量子重力測度の形に
似ている.

3.2 定理 3.3の証明概略

定理 3.3の証明ではまずクラスターの分布の収束を示し, それと定理 3.1をあわせ
て (3.5)を示す.

3.2.1 クラスターの分布の収束

ここではひとつのクラスターに着目し, その収束をみる. つぎを証明することが
ここでの目的である：
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命題 3.7 ([27, Theorem 11.1]) 任意の t ∈ Rと任意の有限個の成分にのみ依存す
る任意の f ∈ C+

c (RZ2

) に対して,

lim
N→∞

E
[
f(hDN

0 − hDN ) | hDN
0 = mN + t, hDN ≤ hDN

0

]
= lim
r→∞

Eν0

[
f(ϕ+

√
2πa) | Λr(0) 上で ϕ+

√
2πa ≥ 0

]
. (3.23)

ただし, ν0はZ2\{0}上のDGFFの法則であり, Eν0 は ν0に関する期待値である.

筆者の個人的な印象だが Biskup-Louidor [30] による命題 3.7 の証明法は分枝
Brown運動 (BBM)の極大値統計に関して同様の研究を先駆的に行ったAı̈dékon-
Berestycki-Brunet-Shi [8]の手法に類似しているようだ. BBMの場合は木の構造
がはっきりしているので極大値をとる粒子の軌跡 (backbone)とそこからの枝分
かれ構造に自然に分解でき, それに基づいてクラスターの法則を解析できる. し
かし, DGFFの場合は木の構造が明確ではなく BBMの解析手法を援用するにも
DGFFをどのように分解すればよいかは全く非自明である. Biskup-Louidor [30]
の大きな成果はクラスターを解析するために必要な DGFFの新しい分解を提示
したことにある55. 氏らはその分解を “concentric decomposition”と呼んでいる
が本稿では Biskup-Louidor分解と呼ぶことにする.

ステップ 1：Biskup-Louidor分解. Biskup-Louidor分解は各点まわりでDGFF
を独立な小片に分解する手法である. ここでは原点まわりの分解を考える. 原点
を中心とする正方形列を

∆k :=

{
{x ∈ Z2| |x|∞ < 2k} k = 0, 1, . . . , n− 1,

DN k = n
(3.24)

とおく.

命題 3.8 (Biskup-Louidor分解, [27, Proposition 8.9])

hDN
law
=

n∑
k=0

[(1 + bk(·))φk(0) + χk(·) + h′k(·)] . (3.25)

ただし, {φk, χk, h′k| k = 0, 1, · · · , n} は以下を満たす独立な確率変数族である：

φk
law
=

{
φ∆k,∆k\∂∆k−1

k = 1, 2, · · · , n,
h{0} k = 0,

(3.26)

h′k
law
=

{
h∆

k\∆k−1

k = 1, 2, · · · , n,
0 k = 0,

(3.27)

χk
law
= φk − E[φk|σ(φk(0))], (3.28)

bk(x) :=
E [(φk(x) − φk(0))φk(0)]

E[φ2
k(0)]

. (3.29)

55Biskup 氏は講義録 [27] においてその DGFF の分解を基本手法としてクラスターの解析だけで
なく DGFF の極大値の様々な性質を示している. 特に DGFF の最大値の収束定理 (定理 2.1) を
MBRW による手法ではなくこの分解をもとに示している ([27, Section 12.2]).
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証明
(第 1段) Gibbs-Markov性 (補題 1.4)より,

hDN
law
= h∆

n\∂∆n−1

+ φ∆n,∆n\∂∆n−1

.

∂∆n−1 は∆n−1 (内側)と∆n\∆
n−1

(外側)に分断するので

h∆
n\∂∆n−1 law

= h∆
n−1

+ h∆
n\∆n−1

.

ただし, 右辺は独立和である. よって,

hDN
law
= h∆

n−1

+ h∆
n\∆n−1

+ φ∆n,∆n\∂∆n−1

.

つぎに h∆
n−1

に対して Gibbs-Markov性 (補題 1.4) と使うと

h∆
n−1 law

= h∆
n−1\∂∆n−2

+ φ∆n−1,∆n−1\∂∆n−2

.

∂∆n−2 は∆n−2 (内側)と∆n−1\∆
n−2

(外側)に分断するので

h∆
n−1\∂∆n−2 law

= h∆
n−2

+ h∆
n−1\∆n−2

.

ただし, 右辺は独立和である. よって,

hDN
law
= h∆

n−2

+ h∆
n−1\∆n−2

+φ∆n−1,∆n−1\∂∆n−2

+ h∆
n\∆n−1

+φ∆n,∆n\∂∆n−1

.

これを繰り返していくと

hDN
law
= h∆

0

+

n∑
k=1

(
h∆

k\∆k−1

+ φ∆k,∆k\∂∆k−1
)

law
=

n∑
k=0

(h′k + φk).

(第 2段) 各 kに対して,

φk = χk + E [φk|σ(φk(0))] = χk + fk(·)φk(0)

なる fk が存在する. χk と φk(0)は独立なので

E [(φk(·) − φk(0))φk(0)] = (fk(·) − 1)E[φk(0)2].

よって,

fk(·) − 1 =
E [(φk(·) − φk(0))φk(0)]

E[φk(0)2]
= bk(·).

したがって,
φk = χk + (1 + bk(·))φk(0). □

ステップ 2：DGFFをRWで近似する.

BBMの解析法と結びつけるために RW

Sk :=

k−1∑
ℓ=0

φℓ(0) (3.30)
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をBiskup-Louidor分解の主要項と考えるとよい. 非常に大雑把にいうと, ∆k\∆k−1

(k = 1, · · · , n)上では

h∆
n

−m2n(1 − g∆
n

) ≈ Sn+1 − Sk + (誤差項) (3.31)

と近似できる (正確な主張は [30, Lemma 4.3]をご覧ください56). このことにつ
いてもう少し見ておこう. k = 1, · · · , nおよび x ∈ ∆k\∆k−1 を任意にとる. こ
のとき, 任意の ℓ = 0, 1, · · · , k − 1に対して 1 + bℓ(x) = 0, χℓ(x) = 0, h′ℓ(x) = 0
に注意すると, ステップ 1の Biskup-Louidor分解より, (3.31)の左辺はつぎで表
せる：

n∑
ℓ=k

φℓ(0) +

n∑
ℓ=k

bℓ(x)φℓ(0) +

n∑
ℓ=k+2

χℓ(x)

+ (χk−1(x) + χk(x) + χk+1(x) + h′k(x) −m2k) − (m2n(1 − g∆
n

(x)) −m2k).
(3.32)

大雑把にいうと (3.32) の第 1項以外は誤差項とみなせる [30, Section 4.1]. (3.32)
の第 1項は Sn+1 − Sk であることに注意すると, (3.31)の近似が成り立つ.

ステップ 3：ピン止めDGFFに帰着. Gibbs-Markov性 (補題 1.4)より

hDN
law
= hDN\{0} + φDN ,DN\{0} = hDN\{0} + gDN (·)hDN

0 . (3.33)

ただし, (Xi)i≥0を Z2上の SRWとしたとき, gDN (x) := Px[Xτ∂DN∪{0} = 0]. よっ

て, (3.33) および {hDN
0 = 0}のもとでの hDN の分布は hDN\{0} の分布と等しい

ことより (3.23)の左辺はつぎと等しい：

E
[
f
(
(1 − gDN )(mN + t) − hDN

)
1{hDN ≤(1−gDN )(mN+t)}

∣∣∣ hDN
0 = 0

]
E
[
1{hDN ≤(1−gDN )(mN+t)}

∣∣∣ hDN
0 = 0

] . (3.34)

ステップ 4：(3.34) を内層・中間層・外層に分けて計算. (3.34) の分母は分子の
f を定数関数 1にしたものとみれるので, 分子を計算すればよい. kを十分大きく
とる. このステップでは (3.34)の分子が

E

f(
√

2πa + ϕk)1{∆k 上で ϕk+
√
2πa≥0}1

{Sk,Sn−k∈[k
1
6 ,k2]}

×
(∏n−k

ℓ=k 1{Sℓ≥0}

)
1{DN\∆n−k 上で hDN ≤(1−gDN )(mN+t)}

∣∣∣∣∣∣ hDN
0 = 0

+
o(1)

n

(3.35)

で近似できることをみる57. ただし, ϕk(x) := h∆
k

0 − h∆
k

x とおく. (3.34)の中身を
内層∆k, 中間層∆n−k\∆k, 外層DN\∆n−k に分けて考える.

56正確な主張を述べるには “control variable” [30, Definition 4.1] を定義する必要があるが, こ
の定義を書き出すと煩雑になるのでここでは論文の該当箇所を引用するにとどめる. 大雑把にいうと
control variable とは (3.32) の第 1 項以外の誤差項の大きさを測るものである.

57Biskup 氏の講義録の [27, Proposition 11.8].
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中間層における DGFF障壁事象を RWの障壁事象に置き換える. (3.31) および
Sn+1 = hDN

0 より, {hDN
0 = 0}のもとでは DGFFの障壁事象{

∆n−k\∆k 上で hDN ≤ (1 − g∆
n

)(mN + t)
}

を RWの障壁事象
n−k∩
ℓ=k

{Sℓ ≥ 0}

に置き換えることができる58.
f の連続性を使うことで f の中身を ϕk +

√
2πaに置き換える. 内層∆k において

(1− g∆
n

(x))(mN + t)と h∆
n

をつぎのように近似できる：g∆
n

(x) = GDN (x,0)

GDN (0,0)
と

表せることおよびポテンシャル核の定義 (1.3) より,

(1−g∆
n

(x))(mN +t) ≈ GDN (0, 0) −GDN (x, 0)
2
π logN

2

√
2

π
logN ≈

√
2πa(x). (3.36)

近似 (3.31)より, h∆
n

o = 0のもとでは任意の ℓ = 1, . . . , kと任意の x ∈ ∆ℓ\∆ℓ−1

に対して,

h∆
n

x ≈ −Sℓ = Sk+1 − Sℓ − Sk+1 ≈ h∆
k

x − h∆
k

0 = −ϕk(x). (3.37)

これらの近似と f の連続性より, (3.34)の f の中身を ϕk +
√

2πaで置き換えるこ
とができる.
内層の障壁事象を ϕk +

√
2πaの障壁事象に置き換える. このとき鍵となるのはエ

ントロピー的反発により生じる正のギャップ δ である59. 大雑把にいうとこの
ギャップは次のようなものである：h∆

n ≤ (m2n + t)(1−g∆
n

)のもとでは高確率で
∆k\{0}上で h∆

n ≤ (m2n + t)(1 − g∆
n

) − δが成り立つ. 同様に ϕk +
√

2πa ≥ 0
のもとでは高確率で∆k\{0}上で ϕk +

√
2πa ≥ δが成り立つ. このギャップ δに

近似 (3.36), (3.37)の誤差項を押し付けることができる. よって, {h∆n

0 = 0}のも
とでは障壁事象

{∆k 上で h∆
n

≤ (1 − gDN )(mN + t)}

を ϕk +
√

2πaの障壁事象

{∆k 上で ϕk +
√

2πa ≥ 0}

に置き換えることができる. 以上より, (3.35)を得る.

ステップ 5：内層・中間層・外層は Sk と Sn−k の条件付けのもとで独立. 理由は
以下の通り：内層のランダム場 ϕk は σ(φℓ(0), χℓ, h

′
ℓ : 0 ≤ ℓ ≤ k)-可測であり, 中

間層のRW Sk, Sk+1, · · · , Sn−kは σ(Sk, φk+1(0), · · · , φn−k−1(0))-可測であり, 外

58障壁をこのように「0 以上」と単純化できる理由はエントロピー的反発による. 実際の障壁は
(3.31) の近似誤差で与えられるが, それは定数関数 0 の小さな揺らぎ程度であり, 障壁を定数関数 0
にかえても確率は大差ない [27, Lemma 11.7].

59詳細は [30, Lemma 4.22] をご覧ください.
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層 DN\∆n−k 上の DGFF hDN は σ(Sn−k, φℓ(0), χℓ(0), h′ℓ : n− k ≤ ℓ ≤ n)-可測
である. 後は φℓ, χℓ, h

′
ℓ達の独立性を使えばよい. ([27, Lemma 11.10]もご覧くだ

さい.) (Update) 正確にはもう少し議論が必要です. [30]の 640ページの議論を
ご覧ください.

ステップ 6：中間層RWの障壁評価. 論文からの引用にとどめる：

補題 3.9 ([30, Lemma 5.6]) 任意のある c > 0 が存在して, 事象 {Sk, Sn−k ∈
[k

1
6 , k2]}のもとでは∣∣∣∣∣P

[
n−k∩
ℓ=k

{Sℓ ≥ 0| σ(Sk, Sn−k)}

]
− π

log 2

SkSn−k
n

∣∣∣∣∣ ≤ c
k4

n

SkSn−k
n

. (3.38)

証明は Brown橋の障壁評価に帰着される. 詳しくは [30, Lemma 5.6]の証明をご
覧ください60.

ステップ 7：ひとつの帰結. ステップ 5, 6より, (3.35)はつぎで近似できる：

π

log 2

1

n
Ξin
k (f) · Ξout

N,k(t) +
o(1)

n
. (3.39)

ただし, Ξin
k は

E
[
f(ϕk +

√
2πa)1{∆k 上で ϕk+

√
2πa≥0}1

{Sk∈[k
1
6 ,k2]}

Sk

]
, (3.40)

Ξout
N,k(t)は

E
[
1{DN\∆n−k 上で hDN ≤(1−gDN )(mN+t)}1

{Sn−k∈[k
1
6 ,k2]}

Sn−k

∣∣∣ Sn+1 = 0
]
.

(3.41)
Ξin
k (f) ≍ 1, Ξout

N,k ≍ 1がいえるので

E
[
f(hDN

0 − hDN ) | hDN
0 = mN + t, hDN ≤ hDN

0

]
≈

π
log 2Ξout

N,k(t) · Ξin
k (f)+o(1)

n

π
log 2Ξout

N,k(t) · Ξin
k (1)+o(1)

n

≈ Ξin
k (f)

Ξin
k (1)

. (3.42)

大雑把にいうと (3.42) の左辺はN に依存し kには依存せず, 右辺はN に依存せ
ず kにのみ依存するのでつぎが成り立つ ([27, Corollary 11.14])：

lim
N→∞

E
[
f(hDN

0 − hDN ) | hDN
0 = mN + t, hDN ≤ hDN

0

]
= lim
k→∞

Ξin
k (f)

Ξin
k (1)

. (3.43)

60[30] では Brown 運動および Brown 橋の精密な障壁評価が得られている. なお Bramson 氏は
Brown 橋の障壁評価・エントロピー的反発の解析を [37] で詳しく行っている.
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ステップ 8：Z2\{0}上のDGFFに対しても同じことを行う. Biskup-Louidor分
解 (定理 3.8)に出てくる φℓ, χℓ, h

′
ℓ, bℓ を使って Z2\{0}上の DGFF ϕをつぎの

ように表現できる [30, Proposition 3.12]：

ϕ =

∞∑
ℓ=0

(bℓφℓ(0) + χℓ + h′ℓ). (3.44)

ステップ 2-7と同様の議論によりつぎを得る ([27, (11.38)])：

lim
r→∞

Eν0

[
f(ϕ+

√
2πa)

∣∣∣∆r 上で ϕ+
√

2πa ≥ 0
]

= lim
k→∞

Ξin
k (f)

Ξin
k (1)

. (3.45)

ステップ 9：結論. (3.43)と (3.45) より (3.23)を得る. □

3.2.2 DGFFの極大値統計の収束

定理 3.3を示す.

ステップ 1：ηN,rN を近似する. 極大値をとる「場所」と「値」で条件づけたとき,

クラスター同士が独立になるようにするためにつぎの補助的な点測度を導入する：

η̂DN,M :=
∑
x∈DN

1{x∈Θ̂N,M}δ x
N
⊗ δ

h
DN
x −mN

δ{hDN
x −hDN

x+z+ΦM,x
x+z :z∈Z2}. (3.46)

ただし, M = M(N, r) := max{2n| 2n ≤ N
r }, X をDN 上の SRWとするとき

ΦM,x(z) :=
∑

y∈DN∩∂ΛM (x)

Pz[XτDN∩∂ΛM (x)∪{x} = y]hDN
y , (3.47)

Θ̂N,M := {x ∈ DN | max
z∈ΛM (x)

(hDN
z − ΦM,x(z)) = hDN

x }.

ηDN,rN は η̂DN,M(N,r) でつぎの意味で近似できる：

命題 3.10 ([27, Lemma 11.18]) 任意の f ∈ C+
c (D × R× RZ2

) に対して,

lim
r→∞

lim sup
N→∞

∣∣∣E [e−⟨ηDN,rN
,f⟩
]
− E

[
e−⟨η̂DN,M(N,r),f⟩

]∣∣∣ = 0. (3.48)

この命題の証明は大変なので省略する. 興味のある方は [30, Section 5.4]をご覧
ください. この補助的な点過程 η̂DN,M を考える利点はつぎのようにクラスター同
士の独立性を与えるからである：

補題 3.11 ([30, Lemma 5.11]) ΛM (x) ⊂ DN なる x ∈ DN を任意にとる. n ∈ N
をM = 2n なるものとする. このとき, 事象 {hDN

x = t}のもとで

P
[
hDN (x+ ·) − ΦM,x(x+ ·) ∈ ·

∣∣ FM,x

]
= P

[
h∆

n

∈ ·
∣∣∣ h∆n

(0) = t
]
.

(3.49)
ただし, FM,x = σ(hDN

z | z ∈ {x} ∪ ΛM (x)c).
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証明 SRWの平行移動不変性より各 z ∈ Z2に対してg∆
n

(z) = Px+z[τx < τ∂ΛM (x)]
であることに注意すると

ΦM,x(x+ z) + g∆
n

(z)hDN
x

=
∑

y∈∂ΛM (x)

Px+z[Xτ∂ΛM (x)∪{x} = y]hDN
y + Px+z[τx < τ∂ΛM (x)]h

DN
x

= E
[
hDN (x+ z)

∣∣ σ(hDN
y | y ∈ {x} ∪ ΛM (x)c)

]
. (3.50)

よって, Gibbs-Markov性 (補題 1.4) および (3.50)より,

hDN (x+ ·) = hΛM (x)\{x}(x+ ·) + E
[
hDN (x+ ·)

∣∣ σ(hDN
y | y ∈ {x} ∪ ΛM (x)c)

]
= hΛM (x)\{x}(x+ ·) + ΦM,x(x+ ·) + g∆

n

(·)hDN
x . (3.51)

(3.51)および hΛM (x)\{x}(x+ ·) law
= h∆

n\{0}(·)より,

hDN (x+ ·) − ΦM,x(x+ ·) law
= h∆

n\{0} + g∆
n

(·)hDN
x . (3.52)

hΛM (x)\{x}(x+ ·)はFM,xと独立であることおよび (3.51)より {hDN
x = t}上では

P
[
hDN (x+ ·) − ΦM,x(x+ ·) ∈ ·

∣∣ FM,x

]
= P

[
h∆

n\{0} + g∆
n

(·)t ∈ ·
]

= P
[
h∆

n

∈ ·
∣∣∣h∆n

0 = t
]
. □

(3.53)

ステップ 2：包除の公式

補題 3.12 ([27, (11.47)])

e−⟨η̂DN,M ,f⟩ =
∑

A⊂DN

1{A⊂Θ̂N,M}

∏
x∈A

(
e−f(

x
N ,h

DN
x −mN ,{h

DN
x −hDN

x+z−ΦM,x
x+z |z∈Z2}) − 1

)
.

(3.54)

証明 (3.54)の左辺はつぎと等しい：∑
B⊂DN

1{Θ̂N,M=B}e
−

∑
x∈B f( x

N ,h
DN
x −mN ,{h

DN
x −hDN

x+z−ΦM,x
x+z |z∈Z2}). (3.55)

ここで各 B ⊂ DN に対して,

1{Θ̂N,M=B} = 1{B⊂Θ̂N,M}1{DN\B⊂Θ̂c
N,M}

= 1{B⊂Θ̂N,M} − 1{B⊂Θ̂N,M}1∪
x∈DN\B{x∈Θ̂N,M}. (3.56)

ここで包除の公式より

1∪
x∈DN\B{x∈Θ̂N,M} =

|DN\B|∑
k=1

(−1)k+1
∑

1≤i1<···<ik≤|DN\B|

1{xi1 ,··· ,xik
∈Θ̂N,M}.

(3.57)
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ただし, DN\B = {x1, . . . , x|DN\B|}とおいた. よって, (3.56), (3.57)より,

1{Θ̂N,M=B} =

|DN\B|∑
k=0

(−1)k
∑

C⊂DN\B
|C|=k

1{B∪C⊂Θ̂N,M}. (3.58)

よって, (3.58) より (3.55) の右辺はつぎと等しい：

∑
B⊂DN

|DN\B|∑
k=0

(−1)k
∑

C⊂DN\B
|C|=k

1{B∪C⊂Θ̂N,M}e
−

∑
x∈B f( x

N ,h
DN
x −mN ,{h

DN
x −hDN

x+z−ΦM,x
x+z |z∈Z2}).

(3.59)
和の順序交換をすることにより (3.59)の第 2項はつぎと等しい：∑
A⊂DN

∑
B⊂A

(−1)|A\B|1{A⊂Θ̂N,M}e
−

∑
x∈B f( x

N ,h
DN
x −mN ,{h

DN
x −hDN

x+z−ΦM,x
x+z |z∈Z2}).

(3.60)

ここで (3.54)の積は
∑
B⊂A(−1)|A\B|e−

∑
x∈B f( x

N ,h
DN
x −mN ,{h

DN
x −hDN

x+z−ΦM,x
x+z |z∈Z2})

で表せるので, (3.60)は (3.54) の右辺と等しい. □

ステップ 3：η̃N,rN の Laplace汎関数に帰着. このステップではクラスター (第 3

成分)について積分することで η̂DN,M の Laplace汎関数を η̃N,rN の Laplace汎関
数に帰着できることをみる：

補題 3.13 ([27, (11.56)])

E
[
e−⟨η̂DN,M ,f⟩

]
= E

[
e−⟨η̃DN,rN

,fν∞ ⟩
]

+ o(1). (3.61)

ただし, fν∞(x, t)はつぎで定義される：

e−fν∞ (x,t) := Eν∞ [e−f(x,t,ϕ)]. (3.62)

証明. (3.54)で寄与する Aはつぎを満たすものである：

x, y ∈ A, x ̸= y ⇒ ΛM (x) ∩ ΛM (y) = ∅. (3.63)

しばらく (3.63)を満たす Aを固定する. Aの点およびそのM -近傍の外側におけ
る DGFFが生成する σ-加法族を FA,r とおく：

FA,r := σ

(
hDN
y | y ∈ A ∪

∩
x∈A

ΛM (x)c

)
.

補題 3.11 および (3.63)より

E

[∏
x∈A

1{x∈Θ̂N,M}

(
e−f(

x
N ,h

DN
x −mN ,{h

DN
x −hDN

x+z−ΦM,x
x+z |z∈Z2}) − 1

)∣∣∣∣∣ FA,r
]

=
∏
x∈A

E

[1{maxz∈ΛM (0) h∆n
z =h

DN
x }

×
(
e−f(

x
N ,h

DN
x −mN ,{h∆n

0 −h∆n

z | z∈Z2}) − 1
)∣∣∣∣∣ h∆n

0 = hDN
x

]
. (3.64)
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(3.64)において {maxz∈ΛM (0) h
∆n

z = hDN
x }のもとでの条件付け期待値を考えてさ

らに補題 3.11を使うことにより (3.64)の右辺はつぎで表せる：

E

[
1{A⊂Θ̂N,M}

∏
x∈A

(e−fN,r(
x
N ,h

DN
x −mN ) − 1)

∣∣∣∣∣ FA,r
]
. (3.65)

ただし, fN,r(x, t)はつぎで定義されるものとする：

e−fN,r(x,t) = E
[
e−f(x,t,{h

∆n

0 −h∆n

z | z∈Z2}) − 1
∣∣∣ h∆n

≤ h∆
n

0 , h∆
n

0 = mN + t
]
.

(3.66)
(3.65)および包除の公式 (補題 3.12)よりつぎを得る：

E
[
e−⟨η̂DN,M ,f⟩

]
= E

[
e−⟨η̂DN,M ,fN,r⟩

]
. (3.67)

命題 3.10より (3.67)の右辺は

E[e−⟨η̃DN,rN
,fN,r⟩] (3.68)

で近似できる. さらに命題 3.7より ⟨η̃DN,rN , fN,r⟩を ⟨η̃DN,rN , fν∞⟩ で近似できる.
以上より (3.61)が成り立つ. □

ステップ 4：仕上げ. 定理 3.1 およびステップ 1, 3の命題 3.10, 補題 3.13 より,

lim
N→∞

E
[
e−⟨ηDN,rN

,f⟩
]

= lim
N→∞

E
[
e−⟨η̃DN,rN

,fν∞ ⟩
]

= E
[
exp

{
−
∫
D×R

(1 − e−fν∞ (x,h))ZD(dx)e−
√
2πhdh

}]
.

(3.69)

fν∞ の定義 (3.62)より, (3.69)の期待値の中身の積分は∫
D×R×RZ2

(1 − e−f(x,t,ϕ))ZD(dx) ⊗ e−
√
2πhdh⊗ ν∞(dϕ)

で表せる. したがって, 目標であった (3.5)を示せた. □

3.3 λ-thick point

定理 1.9 でみた通り, Daviaud 氏は DGFF の λ-thick point の数を評価した.
Biskup-Louidor氏らはより強い結果を最近得た：

定理 3.14 ([31, Theorems 2.1, 2.5, Corollary 2.2]) λ ∈ (0, 1) を任意にとる.

(aN )N≥1 は limN→∞
aN

logN = λ · 2
√

2
π を満たすものとする.

KN :=
N2

√
logN

exp

{
− a2N

4
π logN

}
.
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とおく. D × R× RZ2

上の点過程 ηDN を

ηDN :=
1

KN

∑
x∈DN

δ x
N
⊗ δ

h
DN
x −aN

⊗ δ{hDN
x −hDN

x+z|z∈Z2}

とおく. N → ∞のとき

ηDN
law−→ ZDλ (dx) ⊗ e−λ

√
2πhdh⊗ νλ(dϕ).

ただし ZDλ は劣臨界的 Liouville量子重力測度61, νλ(·) := ν0(ϕ+ λ
√

2πa ∈ ·) 62.
特に Daviaud氏の結果 (定理 1.9)はつぎのように強められる：N → ∞のとき

1

KN
|{x ∈ DN | hDN

x ≥ aN}| law−→ 1

λ
√

2π
ZDλ (D).

(Update)劣臨界的 Liouville量子重力測度が現れる heuristics.簡単のためD =
(0, 1)2 の場合を考える. 本稿の 2.6節の記号を用いる. hVN の fine fieldおよび
coarse fieldへの分解より

hVN =

K2∑
i=1

1V K,i
N

(hV
K,i
N +Xc

N,K). (3.70)

この分解およびXc
⌊N ·⌋,N,K が ZcK,δ(·)で近似できることより, これを Zλ-測度の言

葉に焼き直すとつぎが成り立つ：

Z
(0,1)2

λ (dx) ≈
K2∑
i=1

1WK,i(x)eλ
√
2πZc

K,δ(x)ZW
K,i

λ (dx). (3.71)

実際, 定理 3.14 および (3.70)より各開集合 A ⊂ (0, 1)2 および実数 b ∈ Rに対
して,

Z
(0,1)2

λ (A)

∫ ∞

b

e−λ
√
2πhdh ≈ 1

KN

∑
x∈VN

δ x
N
⊗ δ

h
VN
x −aN

(A× [b,∞)) (3.72)

≈ 1

KN

K2∑
i=1

∑
x∈V K,i

N

δ x
N
⊗ δ

h
V

K,i
N

x −aN+Xc
x,N,K

(A× [b,∞))

(3.73)

≈
K2∑
i=1

∫
A∩WK,i

ZW
K,i

λ (dx)

∫ ∞

b−Zc
K,δ(x)

e−λ
√
2πhdh

(3.74)

≈
K2∑
i=1

∫
A∩WK,i

ZW
K,i

λ (dx)

∫ ∞

b

e−λ
√
2π(h−Zc

K,δ(x))dh.

(3.75)

61劣臨界的 Liouville量子重力測度の定義については [27, Section 2.4] および角田氏のご講演スラ
イドをご覧ください. (Update) 注 3.2 で現れた µγ を思い出してください. ある正定数 c が存在し

て ZDλ (dx)
law
= cµ2λ(dx) が成り立ちます.

62ν0 は Z2\{0} 上の DGFF の法則であることを思い出してください.
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これより (3.71)を得る.
ここでつぎの Zλ-測度の期待値の表現を使う (後でなぜこのような表現が成り

立つかをみる63)：各D ∈ Dに対して,

E
[
ZDλ (dx)

]
= c⋆ψ

D
λ (x)dx. (3.76)

ただし, c⋆ はある正定数で

ψDλ (x) := exp

{
2λ2

∫
∂D

ΠD(x, dz) log |x− z|
}
.

ZcK,δ(x) の分散が補題 2.24 で現れる CcK(x, x) で与えられることを思い出すと

Var
(√

π
2Z

c
K,δ(x)

)
はつぎで表せる：∫

∂(0,1)2
Π(0,1)2(x, dz) log |x− z| −

∫
∂WK,i

ΠWK,i

(x, dz) log |x− z|.

このことおよび (3.76)より, ZcK,δ の条件付けもとで (3.71)の両辺の条件付き期待

値をとると E[Z
(0,1)2

λ (dx)|σ(ZcK,δ)] はつぎで近似される：

c⋆ψ
(0,1)2

λ (x)e2λ
√

π
2 Z

c
K,δ(x)−

(2λ)2

2 Var(
√

π
2 Z

c
K,δ(x))dx.

この形は注 3.2で記した µ2λ に似ている.

(3.76)の説明. (3.72) の第 1行目は (0, 1)2, VN をそれぞれ D, DN に置き換えて

も成立する (ただし A ⊂ D). その両辺を積分すると E[ZDλ (A)]
∫∞
b
e−λ

√
2πhdh は

つぎで近似される：
1

KN

∑
x
N ∈A

P
[
hDN
x ≥ aN + b

]
. (3.77)

ガウス確率変数の裾分布の漸近挙動より, (3.77) の確率はつぎで近似される：√
GDN (x, x)√
2π(aN + b)

e
− (aN+b)2

2GDN (x,x) . (3.78)

ポイントは Green関数の漸近挙動 (補題 1.7) である：

GDN (x, x) ≈ 2

π
logN + c0 +

2

π

∫
∂D

ΠD(
x

N
, dz) log | x

N
− z|.

これを (3.78)に代入すると (3.78)はつぎで近似できる：ある正定数 c1が存在して

c1
KN

N2
e−λ

√
2πbψDλ (

x

N
).

これより (3.77)はつぎで近似される：

c1λ
√

2π
1

N2

∑
x
N ∈A

ψDλ (
x

N
)

∫ ∞

b

e−λ
√
2πhdh.

以上より, (3.76)が成立する.

63一言でいえば Green 関数の漸近挙動 (補題 1.7) からくる.
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4 SRWの被覆時間・局所時間の極大値

本章ではDGFFと深いかかわりのある 2分木あるいは 2次元格子上の SRWの被
覆時間および局所時間について 2, 3章の内容と関連する研究を紹介する.
本章で扱うグラフは 2分木および 2次元格子に限定するが, まずは一般のグラ

フに対して被覆時間・局所時間を定義し, それらと DGFFの関係について述べて
おく.

G = (V,E)を有限連結グラフとする64. G上の連続時間 SRWをX = (Xt)t≥0

と表記する. ただし, X の各点での待ち時間は独立な期待値 1の指数分布に従う
確率変数で与えられる. 時刻 t, 点 vにおける局所時間とは SRWが時刻 tまで走っ
たとき SRWが点 vに滞在する累積時間であり, つぎで定義される65：

LVt (v) :=
1

deg(v)

∫ t

0

1{Xs=v}ds. (4.1)

Gの特別な点 v0を指定しておくと SRWを分解するとき都合がよい66. この v0に
おける逆局所時間をつぎで定義する67：

τ(t) := inf{s ≥ 0 : LVs (v0) > t}, t > 0. (4.2)

興味があるのは SRWが最も頻繁に訪問する点の位置およびその訪問回数であり,
それらを調べるために局所時間の場 (LVτ(t)(v))v∈V の極大値統計を解析する.

つぎに被覆時間 (cover time)を定義する. 被覆時間とは SRWがグラフのすべ
ての点を訪問し尽くすまでに要する時間のことであり, つぎで定義される：

τVcov := max
v∈V

Hv. (4.3)

ただし, Hv は SRWが点 vへ初めて到達する時刻であり, つぎで定義される：

Hv := inf{t ≥ 0 : Xt = v}. (4.4)

被覆時間の定義 (4.3)から明らかだが, 被覆時間を解析することは到達時刻の場
(Hv)v∈V の最大値を解析することにあたる.

64V は G の頂点集合, E は G の辺集合である.
65deg(v) は点 v に隣り合う点の数であり次数と呼ばれる.
66例えば SRW を v0 まわりでの周遊に分解すると見通しがよくなることが多い.
67局所時間が独立な期待値 1

deg(v0)
の指数分布に従う確率変数の和として表せることより, 時刻 τ(t)

までに現れる v0 まわりの周遊の数は期待値 deg(v0)tの Poisson分布に従う. 実は deterministicな
個数でなく Poisson 個の周遊を考えるほうが分布計算がきれいになることが多い. その理由の一端
は Poisson 分布, 指数分布, Gauss 分布の間のつぎの不思議な関係にあると考えられる (この関係は
Dynkin 同型の最も単純な場合とみなせる. Laplace 変換を計算すれば示せます. [54, Lemma 2.4]
をご覧ください)：

N∑
i=1

Yi +
1

2
Z2 law

=
1

2
(Z +

√
2t)2.

ただし, Yi, i ≥ 1, Z, N は独立な確率変数であり, それぞれ期待値 1の指数分布, 標準正規分布, 期待
値 t の Poisson 分布に従う.
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局所時間・被覆時間は純粋に SRWの言葉だけで定義されるものだが, 不思議
なことに DGFFと密接な関係がある68. Eisenbaum-Kaspi-Marcus-Rosen-Shi氏
らにより局所時間とDGFFの分布に対してつぎの分布等式が成り立つことが示さ
れ, Dynkin同型 (Dynkin isomorphism) あるいは一般化された第 2 Ray-Knight
定理 (generalized second Ray-Knight theorem)と呼ばれる69：

定理 4.1 (Dynkin同型 [62]) 任意の t > 0に対して,{
LVτ(t)(v) +

1

2
(hVv )2 : v ∈ V

}
law
=

{
1

2
(hVv +

√
2t)2 : v ∈ V

}
. (4.5)

ただし, (4.5)の左辺では局所時間とDGFFは独立とする. また (4.5)の左辺では
v0 出発の SRWに対する局所時間を考えている.

Dynkin同型 (定理 4.1)を援用することによってDing-Lee-Peres氏らと Zhai氏は
被覆時間と DGFFの最大値のつぎの関係を示した：

定理 4.2 (被覆時間と DGFFの関係 [55, 96]) G = (V,E)に依存しない正定数
C > 0が存在して,

1 − C

√
tGhit
tGcov

≤ tGcov

|E| (E [maxv∈V hVv ])
2 ≤ 1 + C

√
tGhit
tGcov

. (4.6)

ただし, tGcov := maxu∈V Eu[τVcov], t
G
hit := maxu,v∈V Eu[Hv].

任意のグラフに対して (4.6)が成り立つという被覆時間とDGFFの関係そのもの
が大変興味深いが, それだけでなく被覆時間の研究においてDGFFおよびそれと
関連する BBM・BRWの解析手法を援用できることを気づかせる大きなきっかけ
になったということも非常に重要な点である. 実際, Ding-Lee-Peres氏らにより
被覆時間とDGFFの関係が見出されて以降, 従来では得られなかった被覆時間の
精密な結果がつぎつぎと示された [56, 53, 54, 20, 21, 22].
特にGが 2分木あるいは 2次元格子の場合, 局所時間の場 (LVτ(t)(v))v∈V およ

び到達時刻の場 (Hv)v∈V は 2次元 DGFF, BBM, BRWを含む「対数相関をもつ
ランダム場」のクラスに属する70. 対数相関をもつランダム場の極大値の解析方

68一般のグラフ上での DGFF も定義 1.3 と同様に定義される. G 上の DGFF(hv)Vv∈V とは RV -

値ガウス確率変数であり, 期待値は 0, 共分散は Green 関数 GV (x, y) := Ex[LVHv0
(y)] で与えられ

るものである：
E[hVx ] = 0, E[hVx hVy ] = GV (x, y), ∀x, y ∈ V.

定義 1.3と異なる箇所はGreen関数の定義である：いま定義したDGFFではGreen関数は (次数)−1×
(訪問回数の期待値) の形をしているが, 定義 1.3 では Green 関数は訪問回数の期待値として定義さ
れている. あとで 2 次元 DGFF の結果を引用する際, 1, 2, 3 章で述べたものと定数分だけ違うかも
しれませんがその理由はこの Green関数の定義の違いに由来します. ややこしくてすみませんが混乱
なさらないようにしてください.

69Dynkin同型は [61]までさかのぼる. [62]ではもっと一般の強対称再帰的Markov過程に対して
Dynkin 同型が示されている. 最近 Lupu 氏と Zhai 氏は (4.5) が分布の意味ではなく通常の等式と
して確率 1 で成り立つような局所時間と DGFF のカップリングの構成法を考え出した [78], [96].

70対数相関をもつランダム場の正確な定義がある訳ではない. 大雑把にいえば共分散が 2 点の距離
の対数程度で減衰するランダム場である.
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法の大筋は非常に類似しており, 2分木/2次元格子上の局所時間・到達時刻の極
大値を解析する際に 2, 3章でみた手法を援用できる.

2次元 DGFFを別の Gauss場 (MBRW)で近似したように被覆時間・局所時
間の極大値の研究においても BRW・BBMの研究手法を適用できるようにする
ために到達時刻・局所時間そのものを扱うのではなくそれを近似するような別の
ランダム場で近似する. そのランダム場は各点近傍をいくつかの層に分けたとき
SRWが各層を通過する回数を測る量であり, 以下では「横断回数過程」と呼ぶこ
とにする. 例えば被覆時間の研究の中心は SRWが訪れにくい点の解析であるが,
「訪れにくい事象」を「横断回数過程が 0へと減少していく事象」71で近似して解
析する. 局所時間の極大値の解析では逆に SRWが頻繁に訪問する点の解析が中
心であるが, 「頻繁に訪問する事象」を「横断回数過程が最大値付近へと増加し
ていく事象」72で近似して解析する. 実はこのように横断回数過程の解析に持ち込
むことによって BRW・BBMの解析手法を援用できる. この横断回数過程の方法
はDembo-Peres-Rosen-Zeitouni氏らにより開発され [49, 50], 最近Belius-Kistler
氏らによって横断回数過程は Galton-Watson過程と同分布であり73, 解析の鍵は
Galton-Watson過程の障壁評価であることが明らかになった [20].
以下の 2つの節でこれらの内容を概説する.

4.1 2分木上の被覆時間・局所時間の極大値

本節では 2分木上の SRWの被覆時間および局所時間の極大値の研究を概観する.
2分木とはどの点も 2つの子どもをもつグラフ木である. まずは 2分木に関す

る記号の準備をする. 2分木の根 (root)を ρと表記し, 0世代目を T0 := {ρ}とお
く. 2分木の各点は 2個の子どもをもつのでそれぞれを 0, 1で区別する. このと
き k ≥ 1に対して k世代目の集合は

Tk := {(v1, v2, . . . , vk) : vi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , k}

と表せ, 各 v = (v1, . . . , vk) ∈ Tk (k ≥ 1)は 3点 (v1, . . . , vk−1), (v1, . . . , vk, 0),
(v1, . . . , vk, 1)と辺で結ばれている74. 2分木を有限なものに制限したいのでここ
では深さ nの 2分木

T≤n :=

n∪
i=0

Ti

を考える. 以下では T≤n上の被覆時間および局所時間の極大値それぞれに分けて
その研究概要をみる.

4.1.1 2分木上の被覆時間

ここでは深さ nの 2分木 T≤n 上の被覆時間 τ
T≤n
cov の研究を概観する.

まずAldous氏によって被覆時間の第 1次オーダーはつぎで与えられることが
知られている：

71内側の層ほど横断回数は 0 に近づく, という意味です.
72内側の層ほど横断回数は最大値に近づく, という意味です.
73より正確には出生分布が期待値 1 の幾何分布である Galton-Watson 過程と同分布.
74根 ρ は 2 点 (0), (1) と辺で結ばれている.
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定理 4.3 (第 1次オーダー [9]) n→ ∞のとき

Eρ

[
τ
T≤n
cov

]
= (1 + o(1))2n+1(2 log 2)n2.

Ding-Zeitouni氏らはBRWの解析手法を援用することによって被覆時間の第 2次
オーダーを求めた：

定理 4.4 (第 2 次オーダー [56]) つぎの事象の確率は n → ∞ のとき 1 に収束
する： √

τ
T≤n
cov

2n+1
=
√

2 log 2 n− 1√
2 log 2

log n+O((log log n)8). (4.7)

被覆時間とDGFFの関係 (4.6)より
√

τ
T≤n
cov

2n+1 ≈ maxv∈T≤n
h
T≤n
v だろうと予想され

るが, Ding-Zeitouni氏らが [56]で指摘しているように確かに第 1次項は一致する
が第 2次項は一致しないことが知られている75. 実際, Addario-Berry-Reed氏ら
により DGFFについてつぎが示されている76：

定理 4.5 (DGFFの最大値 [5])

E
[

max
v∈T≤n

h
T≤n
v

]
=
√

2 log 2 n− 3

2

1√
2 log 2

log n+O(1). (4.8)

(4.7) と (4.8) を比較すると第 2 事項の係数が 3
2 だけ異なる. さらに Bramson-

Zeitouni氏らおよび Belius-Rosen-Zeitouni氏らにより被覆時間から (4.7)の右辺
の第 2項までを差し引いたものが緊密であることが示されている77：

定理 4.6 (緊密性 [40, 21])√
τ
T≤n
cov

2n+1
−
(√

2 log 2 n− 1√
2 log 2

log n

)
, n ≥ 1 は緊密. (4.9)

(4.9)の確率変数列が法則収束するかどうかは (筆者の知る限り) 未解決である.
本章のはじめでも述べたが, (4.9)の証明で解析の鍵となるのは横断回数過程

の障壁評価である78. 先に述べたように横断回数過程はGalton-Watson過程なの
で [21, Theorem 1.1]では Galton-Watson過程の精密な障壁評価を得ている.

4.1.2 2分木上の局所時間の極大値統計

ここでは深さ nの 2分木 T≤n 上の局所時間の極大値統計に関する筆者の研究を
紹介する.

75この違いは Gauss 分布と指数分布の違いからくる (到達時刻の分布は指数分布に近い). この詳
細については [20, Section 1.2] をご覧ください.

762 分木上の DGFF は 2 分木上の BRW であることに注意してください.
77[21, Theorem 1.3]では (4.9)の右裾分布, 左裾分布の評価を得ている. 特に右裾分布の評価は非
常に精密である.

78いまの場合, 各葉 (leaf) v ∈ Tn に対応する横断回数過程は根 ρ から v にいたるパス上の各辺を
通過する回数である.
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SRWが頻繁に訪問する点の位置およびその値に興味がある. SRWは「下側」
へ動きたがるので79, 葉 (leaf)の集合 Tn上で局所時間が極大値をとる点の位置お
よびその値に制限してもよいだろう. では葉の「位置」をどのように定義すれば
よいだろうか. ここで BBMに対して同様な研究を先駆的におこなった Bovier-
Hartung氏らの [35]における定義法を参考にしてつぎのように定義する：まず 2
分木の各点は 0か 1の成分をもつ文字列で与えられることを思い出そう. その文
字列に対応する 2進小数をその点の「位置」と定義するのが自然であろう. すな
わち, 各葉 v ∈ Tn に対して v = (v1, v2, . . . , vn)の位置 σ(v)をつぎで定義する：

σ(v) :=

n∑
i=1

vi
2i
.

つぎに局所時間の極大値を考えたいので葉の集合 Tnを細かく分解する必要がある.
例えば Tn を各小部分集合のサイズが 2r になるように細分するにはまず (n − r)
世代目の点 u ∈ Tn−r をとり, uを根とする部分木の r世代目の集合 Tur を考えれ

ばよい. すなわち, 各 u ∈ Tn−r に対応する極大値 maxv∈Tu
r

√
L
T≤n

τ(t) (v) および極

大値をとる点 arg maxv∈Tu
r

√
L
T≤n

τ(t) (v)を考える. そこで局所時間の極大値統計と

してつぎの点過程を調べればよい：

Ξ
(r)
n,t :=

∑
u∈Tn−r

δ
σ(argmaxv∈Tu

r
L

T≤n
τ(t)

(v))
⊗ δ

maxv∈Tu
r

√
L

T≤n
τ(t)

(v)−
√
t−an(t)

. (4.10)

ただし,

an(t) :=
√

log 2 n− 3

4
√

log 2
log n− 1

4
√

log 2
log

(√
t+ n√
t

)
.

筆者は点過程 Ξ
(r)
n,t について定理 3.1 に対応するつぎの結果を得た80：

定理 4.7 ([2, Theorem 1.1]) 十分大きな正定数 c をとり, つぎを満たす正数列
(tn)n≥1, (rn)n≥1 を任意にとる：

tn ≥ cn log n, lim
n→∞

√
tn
n

= θ ∈ [0,∞],

lim
n→∞

rn = ∞, lim sup
n→∞

rn
n
< 1.

n→ ∞のときつぎが成り立つ：

Ξ
(rn)
n,tn

law→ PPP
(
α(θ)Z∞(dx) ⊗ e−2

√
log 2ydy

)
. (4.11)

ただし, α(θ)は θ に依存する正定数, Z∞(dx)は [0, 1]上のランダム測度であり,
定数の差を除いて臨界的Mandelbrotカスケード測度と同分布である.

79つまり Tk 上にいる SRW はつぎのステップで Tk−1 へ行く確率よりも Tk+1 へ行く確率のほう
が大きい.

802 分木だけでなく b 分木 (b ≥ 2) でも同様な結果が成り立ちます.
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ここではMandelbrotカスケード測度については詳しく述べず, 参考文献のみ挙げ
ておく. 定義および諸性質については [18, 19, 43]等をご覧ください. Mandelbrot
カスケードは Liouville量子重力測度の 1次元版とみなせる. BBM・BRWの研
究が 2次元 DGFFの研究で重要な技術提供をしているように, Mandelbrotカス
ケード測度の研究手法が Liouville量子重力測度の研究で援用されている.
定理 4.7の証明でも被覆時間の場合と同様に横断回数過程の方法をとることも

可能だろうが, 実は各葉 v ∈ Tn に対して, ρから vにいたるパス上の局所時間過
程は 0次元 2乗 Bessel過程と同分布であることがいえる81. このことから感覚的

な言葉でいうと局所時間の場 (
√
L
T≤n

τ(tn)
(v))v∈Tn

を「分枝 0次元 Bessel過程」と

みなせる. 0次元 Bessel過程の分布を Brown運動の分布と結びつけることが可能
であり, BBMの解析手法を局所時間の極大値統計の解析でも援用可能となる.
筆者は現在, 定理 3.3の 2分木上の局所時間版にあたる研究を Biskup氏と共

同で研究している.

4.2 2次元格子上の被覆時間・局所時間の極大値

本節では 2次元格子上の SRWの被覆時間および局所時間の極大値の研究を概観
する.

4.2.1 2次元離散トーラス上の被覆時間

ここでは 1辺 nの 2次元離散トーラス Z2
n := (Z/nZ)2 上の被覆時間 τ

Z2
n

cov の研究
を概観する.

Dembo-Peres-Rosen-Zeitouni氏らによって被覆時間の第 1次オーダーはつぎ
で与えられることが示された：

定理 4.8 (第 1次オーダー [50]) n→ ∞のとき

τ
Z2
n

cov

n2(log n)2
→ 4

π
. (確率収束)

Dembo氏らは [51]において到達時刻が α 4
πn

2(log n)2以上になる点 (α-late point)
の集合

Ln(α) := {x ∈ Z2
n : Hx ≥ α · 4

π
n2(log n)2}

の構造を調べている. たとえば Dembo氏らは late pointのペアの個数を評価し
ている：

定理 4.9 (Late points [51]) 任意の α, β ∈ (0, 1)に対して,

lim
n→∞

log |{(x, y) ∈ L2
n(α) : d(x, y) ≤ nβ}|
log n

= ρ(α, β). (確率収束) (4.12)

81これは Dynkin同型 (4.5)から従う. いまの場合パス上の DGFFは Brown運動 (を離散時間に
制限したもの) とみなせるので, Brown 運動の局所時間過程と 0 次元 Bessel 過程に関する古典的な
結果である.
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ただし d(·, ·)は Z2
n 上の ℓ2-距離であり,

ρ(α, β) :=

{
2 + 2β − 4α

2−β , (β ≤ 2(1 −
√
α)),

8(1 −
√
α) − 4(1−

√
α)2

β , (β ≥ 2(1 −
√
α)).

(4.13)

Dembo 氏らは [51] において全 α-late points の数は ≈ n2(1−α) であり, 一様ラ
ンダムにとった α-late point を中心とした半径 nβ の円板内の late points の数
は ≈ n2β(1−α) であることを示している. よって, (4.12) の左辺の集合のサイズ
は ≈ n2(1−α) · n2β(1−α) = n2+2β−2α(β+1) と予想される. しかし定理 4.9の通り,
β が小さいとき (4.12) の左辺の集合のサイズは予想される量よりもずっと大き
い. このことから late points達はクラスターを形成すると考えられる. さらに
Brummelhuis-Hilhorst氏らおよび岡田氏の結果より, (4.12)の左辺の集合のサイ
ズの期待値は (4.13)とは異なる指数をもつことが知られている：

定理 4.10 (Late points：期待値版 [42] (k = 2), [84] (k ≥ 2)) 任意のα, β ∈ (0, 1)
と任意の k ≥ 2に対して,

lim
n→∞

logE
[
|{(x1, . . . , xk) ∈ Ln(α)k : d(xi, xj) ≤ nβ , 1 ≤ ∀i, j ≤ k}|

]
log n

=

{
2 + 2(j − 1)β − 2jα

(1−β)(j−1)+1 (β ≤ 1 + 1−
√
jα

j−1 )

2(j + 1 − 2
√
jα) (β ≥ 1 + 1−

√
jα

j−1 ).

このように late pointsの集合はとらえがたい複雑な構造をしていると考えられ
る. 最近では random interlacementと呼ばれる模型をもとに late point近傍の構
造を調べる研究もある [46, 47, 89].

Ding氏は [54]において一般の有限次数グラフ列の被覆時間を DGFFの最大
値と関係づけて解析する手法を開発した. その手法および 2次元DGFFの最大値
の緊密性 (定理 1.10)を援用して被覆時間の第 2次オーダーを評価した82：

定理 4.11 (第 2次オーダー：離散版 I [53]) つぎの事象の確率は n→ ∞のとき
1に収束する：

τ
Z2
n

cov

2
πn

2 log n
= 2 log n+O(log log n).

4.1節でみたように被覆時間とDGFFの最大値の第 2次項は一般には一致しない.
したがって, 被覆時間をDGFFの最大値で近似する方法には限界があり, [50]にお
ける Dembo-Peres-Rosen-Zeitouni氏らの解析手法をより洗練させる必要がある.
Belius-Kistler氏らはそれを実行し 2次元連続トーラス T2 := (R/Z)2上の Brown
運動の被覆時間の第 2次項を精密に求めた：

定理 4.12 (第 2次オーダー：連続版 [20]) 次の事象の確率は ε → 0のとき 1に
収束する：

C∗
ε,T2

1
π log ε−1

= 2 log ε−1 − (1 + o(1)) log log ε−1.

ただし, C∗
ε,T := supx∈T2 Cx,ε,T2 , Cx,ε,T2 は T2上の Brown運動が点 xを中心とし

た半径 εの円板に初めて到達する時刻.

82ただし係数を特定していない.
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筆者は [20]における Belius-Kistler氏らの解析手法を援用して離散トーラス
Z2
n の被覆時間の第 2次項を精密に評価した：

定理 4.13 (第 2次オーダー：離散版 II [3]) ある γ ∈ (0, 1)が存在してつぎの事
象の確率は n→ ∞のとき 1に収束する：

τ
Z2
n

cov

2
πn

2 log n
= 2 log n− log log n+O((log log n)γ).

2次元の被覆時間の緊密性は長らく未解決であったが,連続の場合で最近Belius-
Rosen-Zeitouni氏らが肯定的に解決した：

定理 4.14 (緊密性 [22])Mを境界のない滑らかなコンパクト連結 2次元Riemann
多様体とする. Cx,ε,M をM 上の Brown運動が xの ε-近傍に初めて到達する時刻
とする. M の ε-被覆時間を

C∗
ε,M := sup

x∈M
Cx,ε,M

で定義する. さらにM の面積を AM とおく. このときつぎが成り立つ：

lim
λ→∞

lim sup
ε→0

P

[∣∣∣∣∣√C∗
ε,M −

√
2AM
π

(
log ε−1 − 1

4
log log ε−1

)∣∣∣∣∣ > λ

]
= 0.

2次元離散トーラスの場合も 2分木の場合と同様に SRWの横断回数過程をも
とに被覆時間を解析する. 2分木の場合は根から葉へのパス上の横断回数過程を
自然に定義できたが, 2次元離散トーラスの場合は横断回数過程をどのように定義
すればよいか非自明である. Dembo-Peres-Rosen-Zeitouni氏らは [50]において各
点を中心としたいくつかの円環の層を考え, SRWが各層を横断する回数を横断回
数過程として採用した. [50]では横断回数過程の分布は明示されていなかったが
Belius-Kistler氏らは [20]においてその分布がGalton-Watson過程の分布と一致
することを示し, BRW・BBMの研究で開発された解析手法を用いて横断回数過
程をより精密に解析する道を切り開いた83.
連続の場合と離散の場合の大きな違いはつぎの通り：連続の場合では横断回

数過程の分布はGalton-Watson過程の分布と真に一致するが, 離散の場合では真
の一致は望めず横断回数過程の分布をGalton-Watson過程の分布で近似するしか
ない. 筆者は [3]においてこの近似誤差が第 2次項の評価に悪さをしないことを
示した.

4.2.2 2次元格子上の局所時間の極大値

ここでは 2次元格子上の SRWの局所時間の極大値の研究を概観する.
Dembo-Peres-Rosen-Zeitouni氏らは Z2 上の離散時間 RWが原点中心の半径

nの円板 B(0, n)から脱出するまでの最大訪問回数を精密に評価した：

83感覚的な言葉でいえば横断回数過程の場は次のようなものである：Z2
n の各点に Galton-Watson

過程が対応しており, それらは対数相関している.
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定理 4.15 (最大値 I [49, Theorem 5.1]) Z2上のRW(Si)i≥0は非周期的で独立同
分布な増分をもち, 増分の期待値は 0, 増分の任意のモーメントは有限であると仮
定する. Γを増分の共分散行列とする. このとき,

lim
n→∞

maxx∈B(0,n) ℓτn(x)

(log n)2
=

2

π
√
det Γ

a.s.

ただし, ℓk(x) :=
∑k
i=0 1{Si=x}, τn は RWが B(0, n)から脱出する時刻である.

(Update) なお増分が対称かつ有限な分散をもつという仮定だけでも定理 4.15 の
主張が成り立つことを Jego氏が示したようである [67].

Dembo氏らは [51]において (lazy)SRW の訪問回数が α 4
π (log n)2以上になる

点の集合

Ψn(α) := {x ∈ B(0, n) : ℓτn(x) ≥ α · 4

π
(log n)2}

上のぺアの個数について予想をたて, 岡田氏は最近その予想を解決した：

定理 4.16 (Thick points [83]) SRWに対して次が成り立つ：任意の α, β ∈ (0, 1)
に対して

lim
n→∞

log |{(x, y) ∈ Ψn(α)2 : d(x, y) ≤ nβ}|
log n

= ρ(α, β) a.s.

ただし, ρ(α, β)は (4.13)と同じもの.

筆者は Z2
n上の SRWを時刻 θ× (被覆時間)まで走らせたときの局所時間の最

大値の第 1次オーダーを評価した：

定理 4.17 (最大値 II [1]) θ > 0を任意にとる. つぎの事象の確率は n→ ∞のと
き 1に収束する： 任意の ε ∈ (0, 1)に対して

maxv∈Z2
n
L
Z2
n

τ(tθ)
(v) − tθ

√
2tθ

= (1 ± ε)

(
1 +

1

2
√
θ

)√
2

π
log n. (4.14)

ただし tθ := θ · 1
π (log n)2.

Dynkin同型 (定理 4.1) より (4.14)の左辺は 1
2× (DGFFの最大値)で近似できる

と予想されるが, DGFFの最大値評価 (定理 1.8)と比較すると係数部分で両者に
1

2
√
θ
分の差があることがわかる84.

筆者は現在, 定理 3.14の局所時間版にあたる研究を進めている.

84定理 1.8の係数は 2
√

2
π
であり定理 4.17の係数は (1 + 1

2
√
θ
)
√

2
π
なので 1

2
√
θ
だけでなく 2の

違いもあるではないかと思われるかもしれませんが, この 2 の差は本章と 1 章の DGFF の定義の違
いからきます. 本章のはじめの DGFF に関する注をご覧ください.
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5 対数相関をもつランダム場の普遍性

分枝Brown運動 (BBM)・分枝ランダムウォーク (BRW)：(Update) BBMと
はつぎで定義されるモデルである：時刻 0で原点に 1個粒子があり, その粒子はR
上を Brown運動する. 期待値 1の指数分布に従うランダム時刻でその粒子は 2個
の粒子に分裂する. 分裂してできた 2個の粒子はその場所から独立に Brown運動
し, 独立なランダム時刻で 2個に分裂する. これを繰り返してできるのが BBMで
ある85. 粒子の運動を Brown運動からランダムウォークに変えたものが BRWで
ある. 時刻 tに存在する粒子 i, j の位置 xi(t), xj(t)の相関は分枝した時刻 T (i, j)
に依る. T (i, j)が小さいとき, つまり i, j が早くに分枝したとき i, j の距離は遠
く, T (i, j)が大きいとき, つまり i, j が遅くに分枝したとき i, j の距離は近いと考
えるのが自然である. そこで i, jの「距離」を e−T (i,j)で与えると BBMは対数相
関をもつとわかる.
本稿でみたように 2次元 DGFFの研究の大きな哲学の 1つとして「BRW・

BBMの議論に持ち込む」という考え方がある. 2次元 DGFFの論文を読んでい
てどうしてそういった発想が出てくるのかと不思議に思う箇所が多くあるが, た
いていの場合それらの源泉は BRW・BBMの研究の中にある. BRW・BBMは木
の構造がはっきりしているので比較的扱いやすく, 解析技術のアイディアを理解す
るには格好のお手本である. BRW・BBMの類似の研究を調べることでよりいっ
そう 2次元DGFFの理解を深めることができる. BRW・BBMの研究は多岐にわ
たりそれらを概観することは困難だが, 本稿に関係する内容に絞っていくつか文
献を挙げておく：

1. BRW・BBMの最大値86の期待値は第 2次項までわかっており, 最大値か
らその期待値を引いたものは Gumbel 分布のランダムシフトに収束する.
[36, 74, 6, 39]

2. 極大値をとる BBM粒子同士は非常に近いか非常に離れている. [13]

3. BBM・BRWの極大値統計は Cox過程にクラスターを付加したものに収束
する. [14, 15, 8, 79, 35]

対数相関をもつランダム場：本稿では主に 2次元 DGFFを扱い, BRW, BBM, 2
次元 SRWの局所時間・到達時刻についても少し触れた. 広い視野でみるとこれ
らは「対数相関をもつランダム場」と位置付けられる87. 対数相関をもつランダ
ム場の極大値の性質はある種の「普遍性」をもつだろうと信じられている. 実際,
広いクラスの対数相関をもつガウス場の最大値はGumbel分布のランダムシフト
に収束することが Ding-Roy-Zeitouni氏らによって示されている [58]. 特に 2次
元のモデルでは極大値統計の極限として Liouville量子重力測度が現れるだろう
と信じられている. 3章で少し触れたように Biskup氏と Louidor氏により 2次
元 DGFFに対してその予想は解決されている. 他の例としては Aı̈dékon氏によ
り共形不変なループ模型に関するある種の極大値統計の収束が示され [7], 極限に
出てくるものが Liouville 量子重力測度だろうと予想されていたようだが, 最近
Aru-Powell-Sepúlveda氏らにより肯定的に解決された [16]. 筆者の勉強不足のた

85もっと一般の出生分布を考える場合もある.
86上記の記号を使うと最大値とは max1≤i≤n(t) xi(t). ただし, n(t) は時刻 t における粒子の個数.
87筆者の知識が乏しいだけで対数相関をもつランダム場はもっとたくさんある.
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め他の例があるかどうかは把握していないが Liouville量子重力測度との関連が厳
密に示されているモデルは数少ないはずであり, 研究課題はまだまだたくさんあ
るはずである.

(Update) 対数相関をもつランダム場の中でも研究が進められているモデルを
いくつか紹介します.

(Update) 4次元Gauss膜モデル：
Gauss膜モデルの定義については坂川氏のご講演ノートをご覧ください. 坂川氏の
ご講演ノートでも紹介されているが, 4次元Gauss膜モデルの最大値の第 1次オー
ダー (DGFFの定理 1.8に相当)は Kurt氏によって得られた [73]. Thick points
の個数評価 (DGFFの定理 1.9に相当)は Cipriani氏によって得られた [45].

(Update) 2次元Ginzburg-Landau勾配場：
DN := [−N,N ]2 ∩Z2とおく. ポテンシャル関数 V ∈ C2(R)はつぎを満たすとす
る：ある正定数 c−, c+ が存在して, 任意の x ∈ Rに対して,

V (x) = V (−x), 0 < c− ≤ V ′′(x) ≤ c+ <∞.

DN 上のゼロ境界条件をもつ Ginzburg-Landau勾配場 (ϕDN ,0
v )v∈DN

とはつぎの
分布をもつ RDN -値確率変数である：

dµN :=
1

ZN
exp

{
−
∑
v∈DN

2∑
i=1

V (∇iϕ(v))

} ∏
v∈DN\∂DN

dϕ(v)
∏

v∈∂DN

δ0(ϕ(v)).

ただし, ZN は規格化定数, ∇iϕ(v) := ϕ(v + ei) − ϕ(v), e1 := (1, 0), e2 := (0, 1).
Belius-Wu氏らがGinzburg-Landau勾配場の最大値の第 1次オーダーおよび

thick pointsの数を評価した. これらの評価は 2次元 DGFFの定理 1.8, 1.9の拡
張にあたる：

定理 5.1 (第 1次オーダー, thick points [23])
(1) ある正定数 g = g(c+, c−)が存在して,

lim
N→∞

maxv∈DN
ϕDN ,0
v

logN
= 2

√
g (確率収束).

(2) gは (1)と同じものとする. このとき,

log |{v ∈ DN : ϕDN ,0
v ≥ λ · 2

√
g logN}|

logN
= 2(1 − λ2) (確率収束).

最近, Wu-Zeitouni氏らは最大値のある部分列が緊密であることを示した.：

定理 5.2 (最大値の部分列の緊密性 [94])
Nk ↑ ∞なるある (Nk)k≥1 が存在して, つぎが成り立つ：(

max
v∈DNk

ϕ
DNk

,0
v − E

[
max
v∈DNk

ϕ
DNk

,0
v

])
k≥1

は緊密.
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(Update) CUEの固有多項式・臨界線上のゼータ関数：
UN をN ×N の CUE (circular unitary ensemble)とする. つまり, UN はユニタ
リ群 U(N)上の Haar確率測度に従うランダム行列とする. UN の固有多項式を
XN (θ)とおく：

XN (θ) := det(I − e−iθUN ), θ ∈ [0, 2π).

ただし, I は単位行列. Keating-Snaith氏らおよび Hughes-Keating-O’Connell氏
らにより, XN (θ) の対数は対数相関をもつガウス場に収束することが示された
[71, 66]. このことから log |XN (θ)|の最大値に対して 2次元 DGFFの最大値の
収束 (定理 2.1) と同様な結果が成り立つのではと予想される. 実際, Fyodorov-
Hiary-Keating氏らおよび Fyodorov-Keating氏らによりつぎが予想されている
[63, 64]：

予想 5.3 ある独立な Gumbel確率変数K1,K2 が存在して, N → ∞のとき

sup
θ∈[0,2π)

log |XN (θ)| −
(

logN − 3

4
log logN

)
law→ K1 +K2 が成り立つだろう.

この方向の研究は最近進んでおり,筆者が知る限り最新の結果はChhaibi-Madaule-
Najnudel氏らにより得られている (それ以前に Arguin-Belius-Bourgade氏らお
よび Paquette-Zeitouni氏らの結果もある [11, 85])：

定理 5.4 (緊密性 [44])

sup
θ∈[0,2π)

log |XN (θ)| −
(

logN − 3

4
log logN

)
, N ≥ 1 は緊密.

重要な注意として, Chhaibi-Madaule-Najnudel氏らは [44]において CUEだけで
なく CβE (circular β ensemble) に対して緊密性を示している. また, 予想 5.3の
解決に向けて Remy氏の論文 [87, Section 1.1.2]も参考になるだろう.
関連する結果としてXN (θ)の対数から定まる単位円周上の測度があるガウス

乗法カオスに収束することがWebb氏および Nikula-Saksman-Webb氏らにより
示された：

定理 5.5 (ガウス乗法カオスへの収束 [93] (− 1
2 < γ <

√
2), [82] (

√
2 ≤ γ < 2))

任意の γ ∈ (− 1
2 , 2)に対して, N → ∞のとき

eγ log |XN (θ)|

E
[
eγ log |XN (θ)|

] dθ
2π

law→ µγ(dθ).

ただし, 単位円周上のランダム測度 µγ(dθ)は形式的につぎのように与えられる：
(X(θ))θ∈[0,2π) を期待値 0, 共分散 E[X(θ)X(θ′)] = − 1

2 log |eiθ − eiθ
′ |をもつガウ

ス場とするとき,

“µγ(dθ) = eγX(θ)− γ2

2 E[X(θ)2] dθ

2π
”.
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Berestycki-Webb-Wong氏らにより定理 5.5に類似の結果が広いクラスのランダ
ムエルミート行列に対して成り立つことが示されている ([26] ただし γ <

√
2の

場合のみ). 他のランダム行列でも同様なことがいえるかどうかは筆者が知る限り
未解決問題である.

Keating-Snaith氏らにより CUEと ζ 関数が密接に関係していることが指摘
されている [71]. Fyodorov-Hiary-Keating氏らはつぎを予想している：

予想 5.6 ([63]) U は [0, 1]上の一様分布にしたがう確率変数とする. このとき(
sup
h∈[0,1]

log

∣∣∣∣ζ (1

2
+ i(UT + h)

)∣∣∣∣− log log T +
3

4
log log log T

)
T≥3

は緊密だろう.

この方向の研究も進んでおり, Najnudel氏およびArguin-Belius-Bourgade-Raziwi l l-
Soundararajan氏らにより第 1次オーダーの評価が得られている：

定理 5.7 (第 1次オーダー [81, 12])

lim
T→∞

1

log log T
sup
h∈[0,1]

log

∣∣∣∣ζ (1

2
+ i(UT + h)

)∣∣∣∣ = 1 (確率収束).

ランダムオイラー積から定まる [0, 1]上のランダム測度があるガウス乗法カオスに
収束することも Saksman-Webb氏らにより示されている [90, Theorems 1.8, 1.9].

(Update) 文献案内

1. 第 2章に関する文献. Zeitouni氏の講義録 [95]をおすすめします. タイトル通
り BRWとDGFFの関連がわかりやすく書かれています. アイディアをつかむの
に最適です.

2. 第 3章に関する文献. Biskup氏の講義録 [27]および Louidor氏の講義録 [77]
をおすすめします. [27]では DGFFだけでなくガウス場の一般論, 連続 GFF, ガ
ウス乗法カオスのことも書かれています. 最後の章には多くの open problemが
挙げられています.

3. 第 4章に関する文献. 被覆時間と DGFFの関係については [55, 96], 局所時間
と対応するガウス過程の関係については [80, 92], 被覆時間と BBMの関係につい
ては [20]の第 1章がおすすめです.　

4. 第 5章に関する文献. BBMに関しては Bovier氏の講義録 [34], BRWに関し
ては Shi氏の講義録 [91]がおすすめです. 対数相関をもつランダム場については
Kistler氏の講義録 [72], Arguin氏の講義録 [10]がおすすめです.

5. その他. Liouville量子重力測度 (LQG)の背景についてはGarban氏の解説 [65]
がおすすめです. LQGの構成等については Berestycki氏の講義録 [24] および論
文 [25]がおすすめです. LQGに関連する Liouville Brown運動については梶野氏
の解説 [70] をご覧ください. LQGに関連する話題の研究の進展のスピードは非
常に速く, どんな研究があるのかを把握することすら難しい状況です. おそらく
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最もよい方法は講演を聴くことです. 最近では講演のビデオを公開する場合が多
く, 例えば 2018年 7月にNewton研究所で開かれた研究集会”RGM follow up”の
全講演をつぎの webページで視聴できます：

https://www.newton.ac.uk/event/rgmw06/timetable

関連する過去の研究集会の講演もつぎの webページで視聴できます：

https://www.newton.ac.uk/event/rgm/seminars
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[16] J. Aru, E. Powell, and A. Sepúlveda. Liouville measure as a multiplicative
cascade via level sets of the Gaussian free field. arXiv:1701.05872
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