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KdV方程式の解

1834年に英国のRusselは運河で，山の形をした波が形を崩さず遠くまで
伝播していくことを観察した．その後1895年に，Korteweg-de Vries（２
人）はこの波の方程式（KdV方程式)を導出した．（1877年にBoussinesq
も導出）

KdV方程式：
∂u

∂t
= −∂3u

∂x3
+ 6u

∂u

∂x

その進行波解u(x , t) = f (x − ct)はODE:

−cf ′ = −f ′′′ + 6ff ′

の解で与えられ，その有界な解は次の２種類になる．
− 1

e
√

c/2(x−a) + e−
√

c/2(x−a)
≡ s (x − a; c) （孤立波解）

−u0 − 2κ2k2cn2
(
κ(x − a); k2

)
(c = 6u0 + 4

(
k2 − 1

)
κ2) （周期解）

0 < k2 < 1でk2 → 1とすると周期解は孤立波に収束する
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. . . . . .

1965年の計算機実験

Zabusky, Kruskalは1965年に計算機実験により，初期値が急減少してい
るとき，KdV方程式の解は有限個の山（または谷）がそれぞれの速度で
移動していき，２つの山が衝突すると，そののち２つの山は衝突前の形
に戻り，あたかも衝突がなかったように進行していくことを発見した．
そしてこの波を

“soliton” = solitary wave

と名付けた．この計算機実験が口火となり，一気にKdV方程式の理論的
研究が活性化した．
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. . . . . .

1967年のBreakthrough

Gardner, Greene, Kruskal, Miura(GGKM)は1967年にKdV方程式と
Schrödinger作用素の固有値との関係を発見:

Lu = −∂2
x + u (uをpotentialにもつSchrödinger op.)

u0(x) :初期値, ut(x) :KdV方程式の解
=⇒ spLu0 = spLut （無限個の保存量）

孤立波解の拡張として，mj，ηj > 0に対して

u(x , t) = −2∂2
x log det

I +

(√
mimj

ηi + ηj

e4(η3
i +η3

j )t−(ηi+ηj)x

)
1≤i ,j≤n


が解になることを示した．(−η2

j がSchrödinger作用素の固有値）=⇒
n−solitons
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. . . . . .

計算機実験の理論的実証

n−soliton解は初期値が

u0(x) = −2∂2
x log det

I +

(√
mimj

ηi + ηj

e−(ηi+ηj)x

)
1≤i ,j≤n


であるときの特殊な解であったが，1975年に田中俊一は，急減少する一
般の初期値から解いたKdV方程式の解u(x , t)は，
s (x ; c) ≡ −2sech

√
cx/2とおくと，t → ±∞で

sup
±x>±ϵt

∣∣∣∣∣u(x , t) −
n

∑
j=1

s
(
x − 4η2

j t − δ±j ; 4η2
j

)∣∣∣∣∣ → 0 (1)

を満たすことを示した．これは1965年のZabusky, Kruskalの計算機実験
を理論的に実証するものである．ここで，

{
−η2

j , j = 1, 2, · · · , n
}
は，初

期値u0(x)をポテンシャルにもつSchrödinger作用素の負の固有値である．
(1)は時間に比例する空間領域での漸近的性質であるが，他の時空領域で
は全く異なる漸近的性質が示されている．
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. . . . . .

周期的ないしは減少する初期値に関する今までの結果

.

.
.

1 J. Colliander - M. Keel - G. Staffilani - H. Takaoka - T. Tao（2003）

KdV方程式はHs (R) （s > −3

4
） および Hs (T) （s ≥ −1

2
）で

一意的に可解である．

.

.

.

2 T. Kappeler - P. Topalov（2006） KdV方程式はHs (T) （s ≥ −1）
で一意的に可解である．

.

.

.

3 N. Kishimoto (2009) KdV方程式はHs (R) （s ≥ −3

4
） および

Hs (T) （s ≥ −3

4
）で一意的に可解である．
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. . . . . .

Soliton gas 1

1971年に物理学者のZakharovはsolitonがdenseになっていったとき，
(1)を利用し，solitonが非常に希薄な場合にsolitonの密度の時間発展
の方程式を導出した．これは2006年に，G.A. EI - A.M.
Kamchatonovにより希薄でない場合に次のように拡張された．

f (x , t; λ)を，時刻tでの，空間(x , x + dx)，スペクトル(λ, λ + dλ)
の範囲にあるsolitonの密度とすると

ft + (sf )x = 0 (2)

ここでsはsolitonの速度で，密度が f のとき積分方程式

s (λ) = 4λ2 +
1

λ

∫ ∞

0
log

∣∣∣∣λ + µ

λ − µ

∣∣∣∣ f (µ) (s (λ) − s (µ)) dµ (3)

から求まる．したがってsは f の functionalであり，それを(2)に代入
し，f を解くことになる．
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. . . . . .

Soliton gas 2

soliton密度の方程式(2),(3)は有限個のsolitonが生じる場合の急減少
初期値に対する解u(x , t)の漸近的性質(1)を用いて，物理的な考察
を加えて導出されたものである．(2)はKdV方程式がSchrödinger作
用素のスペクトルを保存することから出る，保存則の方程式である．
ここで理論的に問題になるのは，このようにsolitonが稠密になった
極限の関数を初期値にもつKdV方程式の解が存在しているかという
ことである．

solitonはSchrödinger作用素の固有値に対応しているので，
Schrödinger作用素のスペクトルが稠密な固有値からなるpotentialを
初期値とするKdV方程式に解があるかということが問題になる．
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. . . . . .

Zakharovの数学者への要請

“In spite of all these brilliant achievements, the theory of the KdV
equation is not yet developed to a level which would satisfy a pragmatic
physicist, who may ask the following question: What happens if the initial
data in the KdV equation is neither decaying at infinity nor periodic?
Suppose that the initial data is a bounded function

u(x) = u(x , 0), |u(x)| < c.

Can we extend the IST(inverse scattering transform) to this case, which
has great practical importance ? ”
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非周期的，非減少な初期値

.

.
.

1 I.E. Egorova (1994) periodicな関数により非常に早く近似できる limit
periodicなalmost periodic初期値に対してKdV方程式の一意可解性を
証明

.

.
.

2 K. Tsugawa (2012) quasi-periodicな場合の一意可解性を時間局所的
に証明

.

.

.

3 I.Binder - D.Damanik - M.Goldstein - M.Lukic (2017) 解析的な
quasi-periodic初期値で非常に小さい場合に一意可解性を証明．時間
についての準周期性も証明

.

.

.

4 E. Eichinger - T.VandenBoom - P.Yuditskii (2018) スペクトルが絶対
連続で等質性があるalmost-periodicな初期値に対して一意可解性を
証明．時間についてのalmost periodicityも証明

.

.

.

5 A. Rybkin (2011-2017) 片側で急減少し，もう一方の片側では減少し
ない階段状の初期値に対して一意可解性を証明（Hirotaのτ−関数を
用いる）

.

.

.

6 稠密な固有値をもつ場合のKdV方程式の解の構成の問題は一部を除
いて未解決
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. . . . . .

KdV方程式の解法

KdV方程式は非常に豊富な数学的構造を持っている．

.

.
.

1 逆散乱理論の利用（GGKMにより発見された方法）

.

.
.

2 完全可積分性をもつ無限次元Hamilton力学系としてのKdV方程式を
追及する方法（周期的な場合に有効）

.

.

.

3 Bourgainにより開発されたFourier制限法を適用する方法（他の非線
形方程式にも適用できる汎用性がある）

.

.

.

4 佐藤幹夫およびその学派により開発された無限次元Grassmann多様
体上の力学系としてKdV方程式を解く方法．これは広田の双線形微
分が含有する代数的構造を突き詰めた方法
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. . . . . .

Weyl関数 1

実数値をとるu(x) ∈ L1
loc(R)に対してuをpotentialするSchrödinger作用

素Luを
Lu = −∂2

x + u

とする．z ∈ Cに対して

Wz =
{

ϕ ∈ L2 ([0, ∞))；Lu ϕ = z ϕ
}
．

.

Lemma (境界+∞のWeylによる型分類)

.

.

.

. ..

. .

sp (Lu)はLuのスペクトル集合（Rの閉集合）とする．
(i) 極限点型： . この場合はL2(R)上のself-adjoint作用素として一意的
に実現され，dim Wz = 1 for ∀z ∈ C\sp (Lu)．が成り立つ．
(ii) 極限円型： dim Wz = 2 for ∀z ∈ C．この場合sp (Lu)は離散的な固
有値

極限点型の十分条件として

∃c > 0 s.t. u(x) ≥ −cx2 for ∀x ≥ 1.
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. . . . . .

Weyl関数 2

境界±∞は極限点型=⇒ ∀z ∈ C\sp (Lu) ∃f ̸= 0 s.t.

−∂2
x f + uf = zf， f ∈ L2 (R±)

この解を f± (x , z)とし

m± (z) = ± f ′± (0, z)
f± (0, z)

Weyl関数（Weyl-Titchmarsh関数）

m±はC\sp (Lu)でanalyticで以下を満たす．

m± (z) = m± (z)， Im m± (z) > 0 if Im z > 0

Im m± (z)
Im z

=
∫

R±
|f± (x , z)|2 dx > 0 =⇒ Im m± (z) > 0

uはm±から一意的に決まる（Borg-Marchenko）．u = 0なら
f± (x , z) = e∓

√−zxより，m± (z) = −√−z．
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. . . . . .

反射係数の定義と無反射性

A. Rybkinは一般のpotentialに対して反射係数を定義：

R(z) =
m+ (z) + m− (z)
m+ (z) + m− (z)

, ( |古典的な反射係数| = || ).

減少するpotential u が無反射とはR(
√

k) = 0となることであった．
一般のpotential u に対しても，あるBorel集合F ∈ B (R)で
無反射(reflectionless)ということを

R(λ + i0) = 0 for a.e. λ ∈ F

で定義する．これは以下と同値．

分子 = m+ (λ + i0) + m− (λ + i0) = 0 for a.e. λ ∈ F

F = Iなら

Im (m+ (λ + i0) + m− (λ + i0)) = 0 for a.e. λ ∈ I

なので，Schwarzのreflection principleによりm+ (z) + m− (z)は Iを
通じてC−に解析接続可能．=⇒ m± (z)も解析接続可能
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. . . . . .

Sato-Segal-Wilson理論 1

r > 0に対してH = L2 (|z | = r)，直交分解H = H+ ⊕H−，ただし

H+ = 〈zn; n ≥ 0〉 , H− = 〈zn; n ≤ −1〉．
p±をH±への直交射影．Hの閉部分空間Wが以下の条件を満たすとする．
(i) f ∈ W =⇒ z2f ∈ W
(ii) p+ : W → H+は１対１かつ全射
このようなW全体をGr (2)とする．ここで一般に

fe (z) =
f

(√
z
)
+ f

(−√
z
)

2
, fo (z) =

f
(√

z
) − f

(−√
z
)

2
√

z

.

Example

.

.

.

. ..

.

.

m (z)を{|z | = r}で連続で以下の条件を満たすとする．
m(z) − z ∈ H− & mo(z) ̸= 0 for ∀z ∈ {|z | ≥ r2

}
このとき Wm ≡ {

ϕ
(
z2

)
+ m(z)ψ

(
z2

)
; ϕ, ψ ∈ H+

} ∈ Gr
(2)

小谷 眞一 確率論サマースクール 2018 () エルゴード的な初期値をもつKdV方程式 2018年 8月 15 / 41



. . . . . .

Sato-Segal-Wilson理論 2 （Groupの作用）

Group Γ =
{
g = eh; hは {|z | ≤ r}の近傍でanalytic

}
.

g ∈ Γに対して次を仮定 gW ∈ Gr (2)

このときgWに対する性質(ii)より

p+ : gW =⇒
1:1, onto

H+．

W ∋ ∃f (z ; g) s.t. gf (z ; g) = 1 + ∑∞
k=1 ∃ck(g)z−k ∈ H+ ⊕H−．

g = exz+tz =⇒ u(x + t) ≡ −2∂xc1(x + t)

−f ′′(x , z) + u(x)f (x , z) = −z2f (x , z) （Schrödinger方程式）

g = exz−4tz3 =⇒ u(x , t) = −2∂xc1(x , t)

∂tu = −∂3
xu + 6u∂xu (KdV方程式)

g = exz+tz2n+1 =⇒ u(x , t) = −2∂xc1(x , t)

∂tu = −∂2n+1
x u+non-linear term (高次KdV方程式）
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1:1, onto

H+．

W ∋ ∃f (z ; g) s.t. gf (z ; g) = 1 + ∑∞
k=1 ∃ck(g)z−k ∈ H+ ⊕H−．

g = exz+tz =⇒ u(x + t) ≡ −2∂xc1(x + t)

−f ′′(x , z) + u(x)f (x , z) = −z2f (x , z) （Schrödinger方程式）

g = exz−4tz3 =⇒ u(x , t) = −2∂xc1(x , t)

∂tu = −∂3
xu + 6u∂xu (KdV方程式)

g = exz+tz2n+1 =⇒ u(x , t) = −2∂xc1(x , t)

∂tu = −∂2n+1
x u+non-linear term (高次KdV方程式）
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. . . . . .

Sato-Segal-Wilson理論 ３ （問題点）

W ∈ Gr (2)，g ∈ Γ =⇒ gWが性質(ii)をみたすか？

一般にはこれは期待できず，Gr (2)より小さい∃Gr
(2)
0 ⊂ Gr (2) を見

出し.

∀W ∈ Gr
(2)
0 , g ∈ Γ =⇒ gW ∈ Gr

(2)
0

が成り立つようにする必要がある．

それでも，この範疇に入るpotentialはCで有理型のものに限られる
ので，どのようにして解析的でないpotentialを枠組みに入れるかが
最大の問題．
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. . . . . .

Tau-関数 １

ΓのGr (2)への作用を量的に記述するものとして非常に重要なτ−関
数がある．W ∈ Gr (2)に対して

性質(ii)より p+ : W =⇒
1:1, onto

H+

∀f+ ∈ H+ −→ ∃1f− ∈ H− s.t. f+ + f− ∈ W

f− = AW f+ とおくと W = {f+ + AW f+; f+ ∈ H+}

g ∈ Γに対してτ−関数を次のように定義する．
RW (g) ≡ g−1p+gAW : H+ 7→ H+, trace class

τW (g) ≡ det (I + RW (g)) τ −関数
τW (g)の性質

.

.

.

1 gW ∈ Gr (2) ⇐⇒ τW (g) ̸= 0

.

.

.

2 Cocycle性： g1, g2 ∈ Γ , W ∈ Gr (2)

=⇒ τW (g1g2) = τW (g1) τg1W (g1g2) if τW (g1) ̸= 0

小谷 眞一 確率論サマースクール 2018 () エルゴード的な初期値をもつKdV方程式 2018年 8月 18 / 41



. . . . . .

Tau-関数 １

ΓのGr (2)への作用を量的に記述するものとして非常に重要なτ−関
数がある．W ∈ Gr (2)に対して

性質(ii)より p+ : W =⇒
1:1, onto

H+

∀f+ ∈ H+ −→ ∃1f− ∈ H− s.t. f+ + f− ∈ W

f− = AW f+ とおくと W = {f+ + AW f+; f+ ∈ H+}
g ∈ Γに対してτ−関数を次のように定義する．

RW (g) ≡ g−1p+gAW : H+ 7→ H+, trace class

τW (g) ≡ det (I + RW (g)) τ −関数

τW (g)の性質

.

.

.

1 gW ∈ Gr (2) ⇐⇒ τW (g) ̸= 0

.

.

.

2 Cocycle性： g1, g2 ∈ Γ , W ∈ Gr (2)

=⇒ τW (g1g2) = τW (g1) τg1W (g1g2) if τW (g1) ̸= 0

小谷 眞一 確率論サマースクール 2018 () エルゴード的な初期値をもつKdV方程式 2018年 8月 18 / 41



. . . . . .

Tau-関数 １

ΓのGr (2)への作用を量的に記述するものとして非常に重要なτ−関
数がある．W ∈ Gr (2)に対して

性質(ii)より p+ : W =⇒
1:1, onto

H+

∀f+ ∈ H+ −→ ∃1f− ∈ H− s.t. f+ + f− ∈ W

f− = AW f+ とおくと W = {f+ + AW f+; f+ ∈ H+}
g ∈ Γに対してτ−関数を次のように定義する．

RW (g) ≡ g−1p+gAW : H+ 7→ H+, trace class

τW (g) ≡ det (I + RW (g)) τ −関数
τW (g)の性質

.

.

.

1 gW ∈ Gr (2) ⇐⇒ τW (g) ̸= 0

.

.

.

2 Cocycle性： g1, g2 ∈ Γ , W ∈ Gr (2)

=⇒ τW (g1g2) = τW (g1) τg1W (g1g2) if τW (g1) ̸= 0

小谷 眞一 確率論サマースクール 2018 () エルゴード的な初期値をもつKdV方程式 2018年 8月 18 / 41



. . . . . .

Tau-関数 １

ΓのGr (2)への作用を量的に記述するものとして非常に重要なτ−関
数がある．W ∈ Gr (2)に対して

性質(ii)より p+ : W =⇒
1:1, onto

H+

∀f+ ∈ H+ −→ ∃1f− ∈ H− s.t. f+ + f− ∈ W

f− = AW f+ とおくと W = {f+ + AW f+; f+ ∈ H+}
g ∈ Γに対してτ−関数を次のように定義する．

RW (g) ≡ g−1p+gAW : H+ 7→ H+, trace class

τW (g) ≡ det (I + RW (g)) τ −関数
τW (g)の性質

.

.

.

1 gW ∈ Gr (2) ⇐⇒ τW (g) ̸= 0

.

.

.

2 Cocycle性： g1, g2 ∈ Γ , W ∈ Gr (2)

=⇒ τW (g1g2) = τW (g1) τg1W (g1g2) if τW (g1) ̸= 0

小谷 眞一 確率論サマースクール 2018 () エルゴード的な初期値をもつKdV方程式 2018年 8月 18 / 41



. . . . . .

Tau-関数 １

ΓのGr (2)への作用を量的に記述するものとして非常に重要なτ−関
数がある．W ∈ Gr (2)に対して

性質(ii)より p+ : W =⇒
1:1, onto

H+

∀f+ ∈ H+ −→ ∃1f− ∈ H− s.t. f+ + f− ∈ W

f− = AW f+ とおくと W = {f+ + AW f+; f+ ∈ H+}
g ∈ Γに対してτ−関数を次のように定義する．

RW (g) ≡ g−1p+gAW : H+ 7→ H+, trace class

τW (g) ≡ det (I + RW (g)) τ −関数
τW (g)の性質

.

.

.

1 gW ∈ Gr (2) ⇐⇒ τW (g) ̸= 0

.

.

.

2 Cocycle性： g1, g2 ∈ Γ , W ∈ Gr (2)

=⇒ τW (g1g2) = τW (g1) τg1W (g1g2) if τW (g1) ̸= 0

小谷 眞一 確率論サマースクール 2018 () エルゴード的な初期値をもつKdV方程式 2018年 8月 18 / 41



. . . . . .

Tau-関数 ２

ほとんどすべての重要な量はτW (g)により表現できる．
H+ =

〈{1, z} z2n
〉
n≥0
なので

ϕW (z) = (AW 1) (z)，ψW (z) = (AW z) (z)，mW (z) =
z + ψW (z)
1 + ϕW (z)

+ a1

とおく．ただしϕW (z) = ∑∞
k=1 akz−kとした．性質(i),(ii)により

W =
〈{1 + ϕW (z)，z + ψW (z)} z2n

〉
n≥0
がわかる．τW (1) = 1は自明

で，|ζ| > rのときqζ (z) =
(
1− zζ−1

)−1
とおくと，τW

(
qζ

)
は，f ∈ H−

に対して
(
q−1

ζ p+qζ f
)

(z) = f (ζ)に注意すると

τW

(
qζ

)
= det

(
I + q−1

ζ p+qζAW

)
= 1 + ϕW (ζ)

となる．またqζのときと同様の計算で

τW

(
qζ1

qζ2

)
= (1 + ϕW (ζ1)) (1 + ϕW (ζ2))

mW (ζ1) −mW (ζ2)
ζ1 − ζ2
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. . . . . .

Tau-関数 ３

さらに計算を続けていくと

τW

(
qζ1

qζ2
· · · qζn

)
=

(
∏n

k=1
(1 + ϕW (ζk))

)
× ({mW (ζk)}n

k=1の有理式)

がわかる．第２項は帰納的に定義することが可能である．第１項は

n

∏
k=1

(1 + ϕW (ζk)) =
n

∏
k=1

τW (qζk
) = exp

(
1

2πi

∫
|z |=r ′

n

∑
k=1

log τW (qz)
ζk − z

dz

)

（r < r ′ < |ζk |とする）．そこで一般のg = eh ∈ Γに対して

ρW (g) = exp

(
1

2πi

∫
|z |=r ′

h′ (z) log τW (qz)dz

)
とおく．これはΓ → C×への準同型，つまり以下を満たす．

ρW (g1g2) = ρW (g1) ρW (g2)
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. . . . . .

Tau-関数 ４

そこで新しくTau-関数を

τmW
(g) = τW (g)/ρW (g)

で定めると，τmW
(g)はgとmWのみに依存する，つまり，

W1, W2 ∈ Gr (2)に対してmW1 = mW2ならτmW1
(g) = τmW2

(g)となる．
またGr (2)を定義したときの基礎のHilbert空間L2 (|z | = r)のrにも依存
しない．実は扱うpotential のclassを拡張するときに（ある意味でr → ∞
とする）ρW (g)は発散するが，τmW

(g)は有限にとどまることがわかり，
これからの議論ではτmW

(g)が本質的なTau-関数になる．
ex (z) = exz ∈ Γとしたとき，exW ∈ Gr (2)なら，

ex f (x , z) = 1 + ∑∞
k=1 ck (x) z−kとなる f (x , ·) ∈ Wが唯一存在し

−f ′′(x , z) + u(x)f (x , z) = −z2f (x , z)，(u(x) = −2∂xc1(x))

となった．このu(x)もTau-関数で表現できる．
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. . . . . .

Tau-関数 ５

ex f (x , ζ) = ϕexW
(ζ)なのでexζ f (x , ζ) = τexW

(
qζ

)
である．一方，

limζ→∞ ζ
(
exζ f (x , ζ) − 1

)
なので，cocycle性より

c1(x) = lim
ζ→∞

ζ
(
τexW

(
qζ

) − 1
)

= lim
ζ→∞

ζ
(
τW

(
exqζ

)
/τW (ex ) − 1

)
= lim

ζ→∞
ζ

(
τW

(
ex+ζ−1

)
− τW (ex )

)
/τW (ex ) = ∂x log τW (ex )

となる．ここで近似qζ (z) ∼ eζ−1z（ζ → ∞）を使っている．したがって

u(x) = −2∂2
x log τW (ex )

をえる．これを新しいTau-関数τmW
(g)で書き直そう．ρWは準同型で

あったので，ある定数cによりρW (ex ) = ecxとなる．したがって

τW (ex ) = ρW (ex ) τmW
(ex ) = ecxτmW

(ex )

つまり
u(x) = −2∂2

x log τmW (ex )

となる．KdV方程式の解uもu(x , t) = −2∂2
x log τmW

(
exe

−4tz3
)
となる．
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. . . . . .

無反射potential空間の設定

r > 0に対してpotential u の空間を以下のように定義する．

Qrefl
r =

{
u;

(i) Luは
(
r2, ∞

)
で無反射

(ii) sp (Lu) ⊂ [−r2, ∞)

}

これをそのWeyl関数m±の言葉で述べるために新しくmを定義

m (z) =
{ −m+(z2) if Re z > 0

m−(z2) if Re z < 0

(i)より m− (λ + i0) + m+ (λ + i0) = 0 a.e. λ > r2となるので，m
はC\ (Ir ∪ iIr )（ただし，Ir = [−r , r ]）でanalyticである．そこでm
の空間を以下で定義する．

Mrefl
r =

m;

(i) mはC\ (Ir ∪ iIr )でanalytic

(ii) m(z) = m(z), Im m(z) > 0 if Im z > 0
(iii) m(x) ≥ m(−x) for ∀x > r

．
このとき Qrefl

r ⇐⇒ Mrefl
r となる．Qrefl

r の(ii)はMrefl
r の(iii)に

対応．
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. . . . . .

基本定理 １

Γの部分群をΓreal =
{

g ∈ Γ； g (z) = g (z)
}
とする．

.

Theorem

.

.

.

. ..

.

.

m ∈ Mrefl
r に対して

Wm =
{

ϕ
(
z2

)
+ m(z)ψ

(
z2

)
; ϕ, ψ ∈ H+

(|z | = r2
)}

とおくと，∀g ∈ Γreal ⇒ gWm ∈ Gr (2)となる（τWm(g) ̸= 0）．さらに
u ∈ Qrefl

r ⇐⇒ m ∈ Mrefl
r とし，(K (g)u) (x) = −2∂2

x log τm (exg)とおく
と，K (g)u ∈ Qrefl

r となり，{K (g)}g∈Γreal
はQrefl

r 上のflowを定める．と
くに以下のようになる．

(K (etz )u) (x) = u(x + t)は∂tu = ∂xuの解(
K (e−4tz3)u

)
(x) = u(x , t)はKdV方程式の解(

K (etz2n+1)u
)

(x) = u(x , t)は高次KdV方程式の解
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. . . . . .

Tau-関数のFredholm行列式表示 １

Qrefl
r の定義の(i)は非常に強い条件で，事実τm (ex )がentire関数になるの
で，u(x) = −2∂2

x log τm (ex )はC上meromorphicな関数になり，そのpole
はτm (ex )の零点と一致し，αがn重の零点なら2n (x − α)−2の形をとる．
Lundina-MarchenkoはQrefl

r の元uについて，uは帯領域{|Im z | < r}で
analyticで一様な評価

|u(z)| ≤ 2r2 (1− r |Im z |)−2

をもつことを示している．そこでQrefl
r の制限を緩めるためには何らかの

意味でr → ∞とする必要がある．そのためにτm (g)のFredholm行列式
表示を与えよう．そのためにはW = Wmに対してAWを具体化する必要
がある．Gr (2)の性質(i)，Wmの定義をみると，H = He ×Hoと奇関数

He，偶関数Hoの空間に分解して考えるのが自然である．W
(
∈ Gr (2)

)
も

Hで考え，WになったとするとWの(i)に対応する性質はzW ⊂ Wとな
る．W = Wmのときには，対応するWmは

Wm =
{(

1 me(z)
0 mo(z)

) (
f1(z)
f2(z)

)
； fj ∈ H+

(|z | = r2
)}
．
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. . . . . .

Tau-関数のFredholm行列式表示 ２

AWを表現するために用語としてToeplitz作用素を借りる．a(z)が
{|z | = r}上で与えられた有界関数とするときH+上の有界作用素T (a)を

T (a)f = p+ (af ) : H+ → H+

で定め，aをsymbolとするToeplitz作用素と呼ぶ．.行列A(z) = (aij (z))
に対してはT (A) = (T (aij ))と定める．W = A(z)H+のとき

W ∋ f+ + AWf+ = A(z)u， u ∈ H+

となっているとすると，f+ = p+A(z)u = T (A)uなので，u = T (A)−1f+
となり

AWf+ = A(z)u− f+ = A(z)T (A)−1f+ − f+

となる．W = Wmに対してはA(z)がmで表されているが，T (mo)
−1が

存在する場合には(
T

(
1 me

0 mo

))−1

=

(
1 −T (me) T (mo)

−1

0 T (mo)
−1

)
となるので，AWはT (me)，T (mo)

−1を使って表現できることになる．
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. . . . . .

Tau-関数のFredholm行列式表示 ３

mがExampleでの条件

m(z) − z ∈ H− & mo(z) ̸= 0 for ∀z ∈ {|z | ≥ r2
}

を満たすときT (mo)
−1 = T

(
m−1

o

)
となることがわかりAWがToeplitz積

分作用素で表現できる．これと

p+f (z) =
1

2πi

∫
|ζ|=r

f (ζ)
ζ − z

dζ

を使うと，τm(g)がFredholm行列式で表示できる．C , C ′を
[−r2, r2

]
を

囲む下図の単純閉曲線とする（r2をrとしている）．

Cr

C'

r

f.1
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. . . . . .

基本定理 ２

L2(C )上の積分作用素Nm(g)を以下のように定める．
Ng ,m (z , λ) =

1

2πi

∫
C ′

ĝo

(
λ′) (gm̃)e (λ) + ĝe

(
λ′) (gm̃)o (λ)(

λ′ − z
) (

λ − λ′) mo

(
λ′) dλ′

(Nm(g)f ) (z) =
1

2πi

∫
C
Ng ,m (z , λ) f (λ) dλ.

ただし，ĝ (z) = g(z)−1であり，δ (z)をδe，δoがC ′の内部でanalyticに
なる任意の関数とし

m̃ (z) = m(z) − δ (z)

とする．

.

Theorem

.

.

.

. ..

.

.

τm(g) = det (I + Nm(g))
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. . . . . .

Tau-関数の拡張 1

Qrefl
r 上のKdV flow K (g)を定義する際に使ったτm(g)は区間

[−r2, r2
]
を

囲む閉曲線上の積分作用素のFredholm行列式として表現された．この段
階で議論の枠組みはSato-Segal-Wilsonの理論から離れており，Gr (2)との
直接的な関係はない．m±からmを定義したとき変数を−z2としている
ので

me(z) = −m+(−z) −m−(−z)
2

, mo(z) = −m+(−z) + m−(−z)
2
√

z

となっており，me，moの特異性はR上に現れるが，m±の特異性と左右
が逆転していることに注意してほしい．したがって，spLu ⊂ [λ0, ∞)
(λ0 < 0)とすると，me，moは(−∞,−λ0]で特異性をもつことになる．
したがって

[−r2, r2
]
を囲む閉曲線C , C ′で左の−r2を−∞にもっていき，

右のr2は−λ0より大きくして止めておくことになる．つまり下図のよう
に−∞にC , C ′を延長していくことになる．

C

C'

−λ b b'0

f.2
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. . . . . .

Tau-関数の拡張 2

曲線C , C ′の形は次のことを指針にする．C ,C ′を−∞に延長しても，
Fredholm行列式を定義するためには，積分作用素Nm(g)はtrace class (あ
るいはHilbert-Schmidt class）にとどまる必要がある．そのとき一番の問
題はge，goが有界にとどまることである．つまりCに沿ってeh(√z)が有
界でなければならない．hが奇数次nの実係数多項式の場合，zが負の実
数のときには(

x + i (−x)−α
)n/2

= (−1)n i (−x)n/2 + O (−x)−α−1+n/2

となるのでα ≥ n/2− 1とすれば，ge，goは曲線{
x + i (−x)−α ; x ≤ −1

}
上では有界にとどまる．したがって曲線C，C ′の選択はgに依存するこ
とになる．gを決めるhの次数が高くなればC , C ′は−∞で負の実軸によ
り接近するように選ぶことになる．
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. . . . . .

Tau-関数の拡張 ３

そこで整数n ≥ 1に対して群Γnを以下のように定める．

Γn =
{

g = eh; h は実係数奇数次多項式で次数 ≤ n
}

固定したb > −λ0とα > 0に対し，(−∞, b]上のなめらかな関数ωが

ω (x) > 0 for x < b, ω (b) = 0, ω (x) ∼ (−x)−α as x → −∞

みたすとき Cω = {x ± iω (x)； x ≤ b}，またCωの外側をDωとし

Rω =
{
f ; f は f (z) = O

(
z−1

)
をみたす有理関数で極は 全てDωの中

}
とおく．N > 0に対して関数空間を以下のように設定する．

ΦN
α =

ϕ;
(i) ϕはC\(−∞,−λ0]でanalytic

(ii) ∀c > 0, ∃f ∈ Rω s.t. sup
z∈Ccω

|z |N |ϕ(z) − f (z)| < ∞


∥ϕ∥Cω,N = inff ∈Rω

supz∈Cω
|z |N |ϕ(z) − f (z)|はΦN

α 上のnormを定める．
小谷 眞一 確率論サマースクール 2018 () エルゴード的な初期値をもつKdV方程式 2018年 8月 31 / 41



. . . . . .

Tau-関数の拡張 ４

Weyl関数m±に対してmは以下で定めた．

m(z) =
{−m+(−z2) if Re z > 0, m−(−z2) if Re z < 0

mによりWeyl関数のclassを次で定める．

MN
α =

{
m; me , mo − 1 ∈ ΦN

α

}
α = n/2− 1とすると，積分核Ng ,mはC = Ccω，C ′ = Cc ′ω (c ′ > c)で
評価

∀ϵ > 0, ∃cϵ > 0 s.t. |Ng ,m (z , λ)| ≤ cϵ

|g |C |ĝ |C ′ 〈m〉C ,N

minC ′ (mo)
|z |α/2 |λ|−N+(1+α)/2+ϵ

をもつ．ここで右辺の量は
〈m〉C ,N = ∥me∥C ,N + ∥mo − 1∥C ,N

minC ′ (mo) = minz∈C ′ |mo (z)|
|g |C = max (supz∈C |ge(z)| , supz∈C |go(z)|)
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. . . . . .

Tau-関数の拡張 5

Ng ,mは変数zについては冪で増大する可能性があるが，a > bに対して
H(z) = (z − a)Mとし，新たに

Ñg ,m (z , λ) = H(z)−1Ng ,m (z , λ) H(λ)

で積分核Ñg ,mを定めると，M，Nをα = n/2− 1に比べて十分大きくす
ればÑg ,mを核とする作用素Ñm (g)はtrace classになるので

τm (g) = det
(
I + Ñm (g)

)
， g ∈ Γn，m ∈ MN

α

と定義する．m ∈ Mrefl
r の場合には元のτm (g)と一致することを確かめ

ることができる．一般のm ∈ MN
α は∥·∥C ,N −normにより∪r>0Mrefl

r の
元で近似できるので，このτm (g)は元のτm (g)の拡張になっており，そ
の性質も引き継ぐことになる．
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. . . . . .

基本定理 ３

奇数の整数n ≥ 1に対して次のように定める． Mn =
∩

N≥1

MN
−1+n/2

Qn =
{
u; u(x) = −2∂2

x log τm (ex ) for m ∈ Mn

}
u ∈ QnがWeyl関数m ∈ Mnに対応している，つまり
u(x) = −2∂2

x log τm (ex )のとき

(K (g)u) (x) = −2∂2
x log τm (gex )

とおくと

.

Theorem

.

.

.

. ..

.

.

{K (g)}g∈Γn
はQn上になめらかなflowを定め，n = 3ならK

(
e−4tz3

)
u

はKdV方程式の解を与える．
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. . . . . .

具体例

Qnの元はWeyl関数mを使って表されているので，十分多くの例を含む
ことを示す必要がある．まずm ∈∈ Mnと任意のN ≥ 1に対して m+(−z) = −√

z − ∑N+1
j=1 cj+1

(√
z
)−j + o

(√
z
−N−1

)
m−(−z) = −√

z − ∑N+1
j=1 (−1)j+1 cj+1

(√
z
)−j + o

(√
z
−N−1

)
が曲線C =

{
x + ic (−x)−n+1/2；x < −1

}
で成り立つことは同値であ

る．ここでcjは
{

u(k) (0)
}j

k=0
に多項式的に関係している実定数である．

この展開は，uが0の近傍でなめらかならば，任意のϵ > 0に対して，扇
型領域{ϵ < arg z < π − ϵ}で成り立つことは知られている．我々はこの
展開がC上の−∞の近傍で成り立つuの十分条件を知る必要がある．簡
単にわかる例は
(i) u ∈ S(Schwartz）， (ii) u ∈ C∞ (T)，
(iii) R±で(i)または(ii)の形で0で滑らかなu
いづれもm± (z)はR+で離散的な点を除いて有限値で漸近展開可能で
ある．
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. . . . . .

基本定理 ４

Zakharovの要請を満たすためにはrandomなergodic初期値に対してKdV
を解く必要がある．{uω (x)}ω∈Ωを(Ω, F , P, {θx})上のergodicな定常確
率過程とする．周期関数，準周期関数，概周期関数はこの範疇に入る．
このときWeyl関数mω± (z)も確率変数になる．

w (z) = Emω± (z) （±で同じ関数になる）， γ (z) = −Re w(z)

とおく．これらはそれぞれFloquet指数，Lyapunov指数と呼ばれている．
wはHerglotz関数でγはC+で正のharmonic関数になり，いづれもRで有
限な境界値をもつ．

.

Theorem

.

.

.

. ..

.

.

任意のn ≥ 1に対して
∫ ∞
0 λnγ (λ) dλ < ∞ならuω ∈ Qn a.s..for

∀n ≥ 1. 特にuωがC∞
b なら十分．
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. . . . . .

基本定理 ４ の略証 １

χ (z) = −Re w(z)/ Im z − Im w ′(z)とおく．反射係数についての等式

4χ (z) = E
((

(Im mω
+ (z))−1 + (Im mω− (z))−1

)
|Rω (z)|2

)
がわかっている．Schwarzの不等式により次の評価を得る．

E (|Rω (z)|) ≤ 2

√
E

((
(Im mω

+ (z))−1 + (Im mω− (z))−1
)−1

)√
χ (z)

≤
√

E Im (mω
+ (z) + mω− (z))

√
χ (z) =

√
2χ (z) Im w(z)

右辺は解析可能なので，|Rω (z)|からmω± (z)の漸近展開が分かればよい．

.

Lemma

.

.

.

. ..

.

.

m± ∈ C+ に対してm1 = − (m+ + m−)−1, m2 = −m+m−m1,
R = − (m+ + m) m1とおくと， m1, m2 ∈ C+, |R | ≤ 1 であり，
ξj = (arg mj ) /π （J = 1, 2）は次を満たす．

|ξ1 − 1/2| , |ξ2 − 1/2| ≤ 2 |R | /π.
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. . . . . .

基本定理 ４ の略証 ２

m±の漸近展開はmjの次の漸近展開と同値である．
m1(−z) =

1

2

√
z
−1

(
1 + ∑(N+1)/2

n=1 bnz
−n

)
+ o

(
z−(N+1)/2

)
m2(−z) = −1

2

√
z

(
1 + ∑(N+1)/2

n=1 cnz
−n

)
+ o

(
z−(N+1)/2

)
一方 log mjもHerglotz関数であるので，以下の表現をもつ．

m1(z) =
1

2
√−z

exp

(∫ ∞

λ0

ξ1 (λ) − Iλ>0/2

λ − z
dλ

)
m2(z) = −

√−z

2
exp

(∫ ∞

λ0

ξ2 (λ) − Iλ>0/2

λ − z
dλ

)
一般に∫ ∞

λ0

f (λ)
λ − z

dλ =
N−1

∑
n=0

z−n−1
∫ ∞

λ0

λnf (λ) dλ + z−N
∫ ∞

λ0

λN f (λ)
λ − z

dλ

となるので，m±の漸近展開には
∫ ∞
0 E (|Rω (λ)|) λNdλ < ∞が成り立て

ば十分である．
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. . . . . .

基本定理 ４ の略証 ３

Luωの絶対連続スペクトルをΣac（non-random集合）とすると，
Rω (λ) = 0 a.e. λ ∈ Σacが知られているので∫

R+\Σac

λNdλ < ∞

が成り立てば，mω±のC上での漸近展開が成り立つことになる．しかしこ
の条件は十分豊富なacスペクトルの存在を仮定するので，Zakharovの要
件を満たしていない．そこでE (|Rω (z)|) ≤ √

2χ (z) Im w(z)を用いて

.

Lemma

.

.

.

. ..

.

.

任意のn ≥ 1に対して
∫ ∞
0 λnγ (λ) dλ < ∞なら任意のN ≥ 1に対して∫

C E (|Rω (−z)|) |z |N |dz | < ∞
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. . . . . .

基本定理 ４ の略証 ４

C+からDωへのconformal map φを利用するとLemmaより

E

∫ 0

−∞

∣∣∣λNRω (−φ (λ))
∣∣∣ dλ < ∞ Fubini=⇒

∫ 0

−∞

∣∣∣λNRω (−φ (λ))
∣∣∣ dλ < ∞ a.s.

がわかり，さらにひとつ前のLemmaより∫ 0

−∞
|λ|N

∣∣∣∣ξω
j (−φ (λ)) − 1

2

∣∣∣∣ dλ < ∞

となるので，Cに沿ってのm± (−z)の漸近展開がわかることになる．
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. . . . . .

Open problem

このようにしてergodicでなめらかな初期値に対してKdV方程式が解ける
ことが分かった．しかしこれはまだ出発点に過ぎなく，時間無限大で解
がどのような挙動をするかについてはまだ少ししかわかっていない．い
くつか問題を挙げておこう．
(i) 初期値が概周期的な場合，解も概周期的になることはθxとgとの作用
が可換なことからわかる．時間についての概周期性はYuditzkiiたちの最
近の結果で，初期値は純粋絶対連続スペクトルΣで，Σが等質性

∃δ > 0 s.t. ∀ϵ |Σ ∩ (x − ϵ, x + ϵ)| ≥ δϵ for ∀x ∈ Σ

をもつときのみである．Deiftは任意の概周期的な初期値に対して解は時
間的にも概周期的になることを予想している．
(ii) 初期値が理想的にrandomになった場合としてwhite noise がある．周
期的な場合はKdV方程式は解けるが，R上のwhite noiseに対してKdV方
程式の可解性はまだわかっていない．我々の方法で評価を厳しく見ていけ
ばできる可能性があるが，簡単ではない．解ができたとして，Zakharov
達の導出しているsoliton密度の方程式まで示せるか問題である．一般に
稠密に運動するsolitonを詳細にとらえることは魅力的な問題である．
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