
ランダムなシュレーディンガー作用素：ランダムな無限系のス
ペクトルの性質

慶應義塾大学医学部　南　就将

1 ランダム・シュレーディンガー作用素の定式化

1.1 問題の起源

P.W. Anderson (1958) [4] は離散的な空間格子 (例えば Zd ）の点 (sites) の間を移り歩く
量子力学的粒子を記述するモデル (tight bindeing model) で, 系自体が「乱れ」(disorder) を
含むものを考えた. そのハミルトニアン

h =
∑
x,y

ϵxy|x⟩⟨y|+
∑
x

vx|x⟩⟨x| (1)

において ϵxy は x と y が最近接格子点のときは ϵxy = ϵ > 0, それ以外の場合は ϵxy = 0 で
あり, vx たちは区間 [−W,W ] において一様分布に従って互いに独立にランダムな値をとる.

（Andersonは実際には ϵxy が site間の距離 r の −3乗よりも速く減少するケースを考えてい
る. ）時刻 t, site x における粒子の確率振幅を ax(t) とすると, その時間発展は Schrödinger

方程式

i
d

dt
ax(t) =

∑
y

ϵxyay(t) + vxax(t) (2)

により記述される. アンダーソンは, 現象の物理的状況をある程度表現した最も単純なモデ
ルとして (1), (2)を考察し, 次のことを「定理」として主張した（アンダーソンの局在定理）：

時刻 t = 0 において site k に集中した波動関数 {aj(t)}j (aj(0) = δjk) は t → ∞ におい
てもやはり site k の近傍に集中している.

このような波動関数の空間的局在は系の乱れに起因するものである.

1.2 量子力学の枠組み

次の３つの仮説により量子力学は数学に翻訳される. 詳しい用語の説明は次の小節で行う.

仮説１ （自由度 d の）孤立した物理系の状態はあるヒルベルト空間H の規格化されたベク
トル ψ (∥ψ∥ = 1) で表される.
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仮説２ 物理系に対する観測可能量 (observable) は ヒルベルト空間H における自己共役作
用素 A で表される. 特に系のエネルギーを表す自己共役作用素 H をその系のハミル
トニアンという.

observable A （を表す自己共役作用素）のスペクトル分解をA =
∫∞
−∞ λE(dλ) とする

とき, 状態 ψ に対する A の観測値が区間 I に含まれる確率は
∫
I⟨ψ,E(dλ)ψ⟩ で与えら

れる.

仮説３ 時刻 0 における系の状態が ψ0 ∈ H で表されるならば, 時刻 t における状態は
ψt = e−itHψ0 で表される. 特に ψ0 が作用素 H の定義域に属するならば, ψt も H の
定義域に属し, Schrödinger 方程式

i
d

dt
ψt = Hψt

に従う. （ただし Planck 定数 h̄ = 1 とおいた. ）

1.3 自己共役作用素とそのスペクトル

仮説１～３の詳しい意味, およびアンダーソンの「局在定理」を数学の言葉に翻訳するた
めに必要な定義, 定理をいくつか述べる.

[I] 複素ベクトル空間 H の勝手な２元 φ, ψ に対して複素数 ⟨φ, ψ⟩ が対応して次の条件を
満たすとき, ⟨ , ⟩ を H における内積と呼び, H を前ヒルベルト空間（あるいは複素内積 空
間）と呼ぶ：

(i) ⟨φ, φ⟩ ≥ 0 であり, ⟨φ, φ⟩ = 0 となるのは φ = 0 のときに限る；

(ii) 勝手な複素数 α1, α2およびφ1, φ2 ∈ Hに対して ⟨α1φ1+α2φ2, ψ⟩ = α1⟨φ1, ψ⟩+α2⟨φ2, ψ⟩;

(iii) ⟨φ, ψ⟩ = ⟨ψ, φ⟩.

また ∥φ∥ :=
√
⟨φ, φ⟩ をベクトル φ のノルムという. 前 Hilbert 空間の例を挙げる：

H0 := {ψ; ψ(x) はRd上の連続な複素数値関数で, 広義リーマン積分
∫
Rd

|ψ(x)|2dx <∞ }

H1 = L2(Rd) := {ψ; ψ はRd上のルベーグ可測な複素数値関数で
∫
Rd

|ψ(x)|2dx <∞ }

ただしここでの積分はルベーグ積分である. （ψ(x) が連続関数ならば広義リーマン積分と一
致する. ）

H2 = ℓ(Zd) := {ψ; ψ はZd 上の関数で
∑
x

|ψ(x)|2 <∞}

H3 = Cd := {ψ = t(ψ1, . . . ψd); ψj は複素数 }
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H1, H2, H3 における内積はそれぞれ

⟨φ, ψ⟩1 =
∫
Rd
φ(x)ψ(x)dx ; ⟨φ, ψ⟩2 =

∑
x∈Zd

φ(x)ψ(x) ; ⟨φ, ψ⟩3 =
d∑
j=1

φjψ̄j

である. 積分の意味のちがいを除けばH0 の内積は H1 の内積 と同じ.

[II] 前ヒルベルト空間 H におけるコーシー列 {ψn} ( limn,m→∞ ∥ψn−ψm∥ = 0) に対して,

ある ψ が H の中に必ず存在して limn→∞ ∥ψn − ψ∥ = 0 となるとき, H は完備であるとい
う. 完備な前ヒルベルト空間をヒルベルト空間という. 上にあげた H1, H2, H3 はいずれも
完備でありヒルベルト空間となるが, H0 は完備ではない.

H0 が完備でないことは, 例えば階段関数のような不連続関数に 2乗平均収束する連続関数
の列 {ψn} ⊂ H0 を考えれば, コーシーの条件を満たしながら H0 内に極限を持たない列の
存在がわかる. H1 が完備であることを証明するにはルベーグ積分論が必用である. 実はH1

は H0 の「完備化」, いいかえると H0 を含む最小のヒルベルト空間になっている.

H3 の完備性は複素数体の完備性による. H2 が完備であることの証明は関数解析のよい
演習問題だからここに概略を述べる：{ψn}n ⊂ H2 がコーシーの条件を満たすならば, 明ら
かに任意の x ∈ Zd に対して複素数列 {ψn(x)}n もコーシーの条件を満たす. 従って各々の
x ∈ Zd に対して limn→∞ ψn(x) =: ψ(x) が存在する. 条件より {∥ψn∥}n は有界, すなわち定
数 C > 0 が存在して ∥ψn∥ ≤ C. 従って任意の有限集合 K ⊂ Zd に対して∑

x∈K
|ψ(x)|2 = lim

n→∞

∑
x∈K

|ψn(x)|2 ≤ lim sup
n→∞

∥ψn∥ ≤ C .

ここで K ↑ Zd として
∑
x∈Zd |ψ(x)| < ∞, すなわち ψ ∈ H2 がわかる. このこととコーシー

の条件より, 任意の ε > 0 に対して自然数 N および有限集合 K ⊂ Zd が存在して, 任意の
n ≥ N に対して ∑

x∈Zd\K
(|ψ(x)|2 + |ψn(x)|2) ≤ ε

となる. これを用いて limn→∞ ∥ψ − ψn∥ = 0 を示すことができる.

一般に稠密な可算部分集合を持つ Hilbert 空間 H は「可分」(separable) であるという.

H が可分のとき ⟨en, em⟩ = δnm を満たす有限または可算列 {en} ⊂ H が存在して, 任意の
ψ ∈ H は∑

n⟨ψ, en⟩en と表される. このような {en}n を H の完全正規直交系という. 例と
して論じた Hilbert 空間H1, H2, H3 はいずれも可分である. 以後, Hilbert 空間は可分であ
ることをつねに仮定する.

[III]ヒルベルト空間 H の稠密な部分空間D(A)を定義域とする線型写像 A : D(A) −→ H
が自己共役とは, 次の２条件を満たすことである：

(i) D(A) の任意の２元 φ, ψ に対して ⟨Aφ,ψ⟩ = ⟨φ,Aψ⟩;

(ii) 写像 D(A) ∋ φ 7→ ⟨Aφ,ψ⟩ が連続ならば ψ ∈ D(A).
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「写像 D(A) ∋ φ 7→ ⟨Aφ,ψ⟩ が連続」という条件を仮に (S) と名づけよう. ψ が条件 (S)

を成り立たせるとき, F (φ) := ⟨Aφ,ψ⟩ とおくと F はその線形性により D(A) 上で一様連続
となり, 従ってその定義域は D(A) からその閉包, すなわち H 全体に連続線形汎関数として
自然に拡張される. 従って Riesz の定理より

F (φ) = ⟨φ, ψ∗⟩ , φ ∈ H

を満たす ψ∗ ∈ H が一意に定まる. よって ψ に対する条件 (S) は

∃ψ∗ ∈ H : ∀φ ∈ D(A) , ⟨Aφ,ψ⟩ = ⟨φ, ψ∗⟩

と同値になるが, この条件を満たす ψ の全体を D(A∗), 対応する ψ∗ を A∗ψ と記す. 対応

D(A∗) ∋ ψ 7→ ψ∗ = A∗ψ

は明らかに線形である. この A∗ を A の共役作用素という. 共役作用素の概念を用いると,

条件 (i) は A∗ が A の拡張である（A ⊂ A∗ と記す）ことと同値. このような作用素 A は対
称であるという. また条件 (ii) は D(A∗) ⊂ D(A) と同値であり, (i), (ii) を合わせた条件は
A = A∗ と表すことができる. これが自己共役作用素のもともとの定義である.

例 1. d 次元 Schrödinger 作用素

H = −∆+ V (x) , ∆ =
d∑
j=1

∂2

∂x2j
, V (x) はRd上の実数値可測関数

は, ポテンシャルを表す関数 V (x) に対する適当な条件の下に（例えば V (x) が下に有界な
らばよい）H1 = L2(Rd) における自己共役作用素となる.

例 2. (1) において ϵ = 1 として定義されるH2 = ℓ(Zd) における作用素 h, すなわち

(hψ)(x) =
∑

y:|y−x|=1

ψ(y) + V (x)ψ(x) (3)

は {V (x)}x∈Zd が非有界であっても

D(h) := {ψ ∈ H2;
∑
x

|V (x)ψ(x)|2 <∞}

を定義域として自己共役となる. これを示すために ψ ∈ H2, ψ ̸= 0, が条件 (S) を満たすと
する. 線形性より (S) は

sup
φ∈D(h), ∥φ∥=1

|⟨hφ, ψ⟩| <∞

と同値. h の定義よりこれはさらに

sup
φ∈D(h), ∥φ∥=1

∣∣∣∣∣∣
∑
x∈Zd

φ(x)V (x)ψ(x)

∣∣∣∣∣∣ <∞
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と同値である. Zd の有限部分集合の列 {Kn}n でKn ↗ Zd を満たすものをとり,

φn :=
χKnV ψ

∥χKnV ψ∥

とおくと, 十分大きなすべての n に対して φn は定義され, ∥φn∥ = 1. ただし χK は集合 K

の定義関数である. φ(x) は有限集合 Kn の外では 0 だから明らかに D(h) に属し, したがっ
て supn |⟨φn, V ψ⟩| <∞. 一方

lim
n→∞

⟨φn, V ψ⟩ = lim
n→∞

∥χKnV ψ∥ = ∥V ψ∥ <∞

だから ψ ∈ D(h) である. よって条件 (ii) が成り立つ. (i) が成り立つことは形式的な計算か
ら明らかである.

例 3. A = (akj)
d
k,j=1 がエルミート行列のとき, ψ = (ψj) ∈ H3 に対して (Aψ)k =

∑
j akjψj

とおくと, H3 における自己共役作用素 Aが得られる. Aの定義域はもちろん H3 = Cd 全体.

Schrödinger 作用素H の定義域をきちんと書くのは難しいが, H1 は微分可能でない関数
も含んでいることから, D(H) ̸= H1 であることはわかる. 一方, 微分可能でない関数も滑ら
かな関数で２乗平均の意味では近似できる. このことから D(H) は H1 において稠密である
ことがわかる. また Zd の有界部分集合の外では恒等的に 0 となる関数の全体 K は H2 に
おいて稠密であり, K ⊂ D(h) だから D(h) も H2 において稠密である.

[IV]

定義 1.1 Hilbert 空間 H における線形作用素 E が H の閉部分空間 L への直交射影とは,

任意の ψ ∈ H に対して
∥ψ − Eψ∥ = inf

φ∈L
∥ψ − φ∥

となることである.（任意の閉部分空間 L に対してこの意味での直交射影は必ず存在する. ）

E がある閉部分空間 L への直交射影であるための必要十分条件は E がH における有界
自己共役作用素で E2 = E を満たすことである. このとき L = EH, かつ

dimL = TrE =
∑
n

⟨ψn, Eψn⟩

である. （{ψn} は H の完全正規直交基底. ）

定義 1.2 B(R) は実数直線 R の Borel 部分集合のなす σ− 代数とする. H における直交射
影の族 {E(B);B ∈ B(R)} が単位の分解とは,

(i) E(R) = I;

(ii) B1, B2 ∈ B(R), B1 ∩B2 = ∅ ならば E(B1)E(B2) = 0;
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(iii) Bn ∈ B(R), n = 1, 2, . . ., Bn ∩Bm = ∅, n ̸= m, ならば

E
(∪
n≥1

Bn

)
ψ =

∑
n≥1

E(Bn)ψ , ∀ψ ∈ H

が成り立つことである. このとき任意の ψ ∈ H に対して

µψ(B) = ⟨E(B)ψ, ψ⟩ , B ∈ B(R)

とおくと µψ(·) は (R,B(R)) 上の有限測度で µψ(R) = ∥ψ∥2.

次の「スペクトル分解定理」が成り立つことが知られている：

定理 1.3 A が可分なヒルベルト空間 H における自己共役作用素ならば, H における単位の
分解 {E(B); B ∈ B(R)} が存在して（A のスペクトル分解という）,

ψ ∈ D(A) ⇐⇒
∫ ∞

−∞
λ2µψ(dλ) <∞ (4)

かつ ψ ∈ D(A) に対して

⟨Aψ,ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
λµψ(dλ) (5)

が成り立つ. このことを略記してA =
∫∞
−∞ λE(dλ) のように書く. また µψ をベクトル ψ に

関する A のスペクトル測度という.

この定理は von Neumann [48]によるもので, Diracがその主著 “The principles of quantum

mechanics”[12] においてA =
∑
α λα|λα⟩⟨λα| とか A =

∫
λ|λ⟩⟨λ|dλ などと書いていたものに

統一的な意味を与えたものである.

また, スペクトル分解 {E(B); B ∈ B(R)} を用いると, A の「関数」 f(A) が f(A) =∫
f(λ)E(dλ) により定義される. f が実数値関数ならば f(A) は自己共役作用素で, その定義
域は

D(f(A)) = {ψ ∈ H;
∫ ∞

−∞
|f(λ)|2µψ(dλ) <∞}

で与えられる. また f が有界可測関数ならば f(A)は有界作用素. 特に e−itA =
∫
e−itλE(dλ).

また z ∈ C \R に対して
(A− z)−1 =

∫ 1

λ− z
E(dλ) (6)

を A の resolvent という.

[V] 自己共役作用素 A のスペクトル分解 {E(dλ)} は
∫∞
−∞E(dλ) = E(R) = I（恒等作用

素）をみたす. そこで
∫
S E(dλ) = I となるような最小の閉集合 S を A のスペクトル集合

（spectrum）と呼んで, S = σ(A) で表す. いいかえると

σ(A) = {λ ∈ R; ∀ε > 0, E((λ− ε, λ+ ε)) ̸= 0} .

σ(A) の孤立点は A の固有値であるが, 逆はいえない.
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さらに
σess(A) := {λ ∈ R; ∀ε > 0, TrE((λ− ε, λ+ ε)) = ∞}

を A の essesntial spectrum といい,

σdis(A) := {λ ∈ R; ∃ε > 0, 0 < TrE({λ}) = TrE((λ− ε, λ+ ε)) <∞}

を A の discrete spectrum という. σdis(A) は A の固有値のうち, 有限多重度を持ち σ(A) の
孤立点であるものの全体であり, σdis(A) = σ(A) \ σess(A) が成り立つ.

A のすべての固有ベクトルが生成する H の閉部分空間をHp, Hp の直交補空間を Hc と
する（連続部分空間という）. 実は

Hc = {ψ ∈ H; µψ(dλ) = ⟨ψ,E(dλ)ψ⟩ は連続な測度 }

となる. そこで µψ(dλ) が絶対連続となるような ψ ∈ H の全体を Hac, 特異連続となるよう
な ψ ∈ H の全体を Hsc とすると Hac, Hsc はそれぞれ Hc の互いに直交する閉部分空間で
あり,

H = Hp ⊕Hc = Hp ⊕Hac ⊕Hsc (7)

が成り立つ. 自己共役作用素 A の Hp, Hc, Hac, Hsc への制限は, それぞれの部分空間におけ
る自己共役作用素となる. それらの spectrum をそれぞれ σp(A), σc(A), σac(A), σsc(A) と書
いて, A の点スペクトル, 連続スペクトル, 絶対連続スペクトル, 特異連続スペクトルと呼ぶ.

A のすべての固有値の集合を Λ とするとき σp(A) = Λ であることに注意する.

[VI] ヒルベルト空間がH = H1 = L2(Rd),（またはH = H2 = ℓ(Zd)）, 自己共役作用素
（ハミルトニアン）が Schrödinger 作用素 A = H（または tight binding model A = h）の場
合に, D. Ruelle は次の定理を示した（A = hの場合は積分を和で置き換える）：

定理 1.4 ([40]) ∥ψ∥ = 1 なる ψ ∈ H について

(i) ψ ∈ Hp であるためには, 任意の ε > 0 に対して

inf
t≥0

{∫
{|x|≤R}

|eitAψ(x)|2 dx
}
≥ 1− ε

をみたす R > 0 が存在することが必要十分.

(ii) ψ ∈ Hc であるためには, R > 0 をいかに大きくあたえても

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
dt
∫
|x|≤R

|eitAψ(x)|2dx = 0

となることが必要十分.

この意味で ψ ∈ Hp を H の束縛状態, ψ ∈ Hc をH の散乱状態と呼ぶ. なお，eitAψ は時間
を含む Schrödinger 方程式 ∂ψ/∂t = iAψ の形式的な解であることに注意．
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1.4 アンダーソン局在の数学的な意味. 厳密な結果

定理 1.4 (i) を考慮すれば, アンダーソンの「局在定理」を次のようにいいかえることがで
きよう：ランダム性を含む上記 (1) のようなハミルトニアンにおいては, 確率１ですべての
状態が束縛状態である. すなわち, ランダムな自己共役作用素 h は確率１で点スペクトルの
みを持つ.

こうしてランダムなシュレーディンガー作用素, またはランダムな tight binding model の
スペクトルの性質が物理的な意味を持つ研究課題となるのである. 上記の意味でのアンダー
ソン局在に関する厳密な結果について今日では数多くの文献があるが, ここでは歴史的に重
要なもののみいくつか紹介しよう. 詳しくは [46], [10] 等を参照されたい.

d = 1 の場合の厳密な結果:

(i) Goldsheidt, Molchanov, Pastur [19] は 1次元のランダムなシュレーディンガー作用素

Hω = − d2

dt2
+ F (Xt(ω)) (−∞ < t <∞) (8)

が確率 1 で点スペクトルのみ持つことを示した. ここで {Xt(ω)} はコンパクトなリーマン
多様体 M（例えば円周）上の定常な Brown 運動, F (x) は M 上の C∞級関数で「非退化」
かつ infx F (x) = 0 をみたすものである. Hω の spectrum は確率 1 で

σ(Hω) =
[
inf
x
F (x),∞

)
= [0,∞)

となる. したがって Hω の固有値は半無限区間に稠密に分布する. 証明には {Xt(ω)} が強い
混合性を持つこと, {Xt(ω)} の確率分布が滑らかなこと, 関数 F (x) がその分布の滑らかさを
忠実に伝えることが用いられるが, 議論は難解である.

(ii) Molchanov [34] は [19] において扱われたモデル Hω の固有関数が, ある点を中心とし
て指数関数的に減衰することを示した.

(iii) R.Carmona [7] は上記 (i), (ii) に対する見通しの良い別証明を与えた. Carmona の証
明は Kotani [28] によりさらに単純化された.

d > 1 の場合の厳密な結果
d > 1 の場合に tight binding model h に対するアンダーソン局在は 1985年前後に

1. B. Simon, T. Wolff [44];

2. F. Delyon, Y. Lévy, B. Souillard [11];

3. J. Fröhlich, F. Martinelli, E. Scoppola, T. Spencer [13]

の３つのグループによりほぼ同時に, かつ独立に証明された. このうち [13] はそれに先立つ
[14] の技巧（multiscale analysis と呼ばれる）を推し進めて Anderson 局在の証明を完成さ
せており, [44], [11] における証明は [14] において得られていた Green 関数 (hω − z)−1(x, y)

の |x− y| に関する減衰の評価と [28] における小谷氏のアイディア (Kotani’s trick) を組み合
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わせたものである. なお，Green関数の fractional moment E[|(hω − z)−1|s] (0 < s < 1) を
評価することによる初等的な証明がその後得られている [2].

また 1994年頃になって H = L2(Rd) におけるランダムな Schrödinger 作用素

H = −∆+ V (x) , ∆ =
d∑
j=1

∂2

∂x2j
(9)

に対しても Anderson 局在が証明されている. （文献については Stollmann [46] を参照され
たい. ）ただしランダム・ポテンシャル V (x) は, {vx; x ∈ Zd} を独立同分布な確率変数族
として

V (x) =
∑
y∈Zd

vyf(x− y) (10)

という形の確率場である. これらの研究によると

1. random tight binding model h において, （ϵ = 1 として）W が十分大きければ,

d = 1 の場合と同じことが成立する. すなわち h は確率 1 で点スペクトルのみを持
ち, 対応する固有関数は指数関数的に減衰する. W が小さいときはスペクトル集合
σ(h) = [−W − 2d,W + 2d] の端点付近において h は点スペクトルのみを持つ.

2. (9), (10) により与えられるランダム Schrödinger 作用素 H において, 各 vx が [0,W ]

上の一様分布に従い, 関数 f(x) は単位立方体 [0, 1]d の上で正の値を取り, [0, 1]d の外
では = 0 とする. このときH のスペクトル集合 σ(H) = [0,∞) の左端付近の部分は点
スペクトルのみから成り, 対応する固有関数は遠方で指数関数的に減衰する.

将来の問題： tight binding model hにおいて W が小さいとき, σ(h) = [−W −2d,W +2d]

の中ほどに連続スペクトルが現われるだろうか？いいかえると, 系の乱れが小さいとき h は
散乱状態を持つだろうか？
Abrahams et al. [1] の「スケーリング理論」によれば, d ≤ 2 の場合はW の大きさにかか
わらず散乱状態は現われない. （実際 d = 1 の場合は厳密に証明されている. ）また d ≥ 3

の場合, W が小さいときは「易動度端」(mobility edge) Ec が定まって, h は区間 [−Ec, Ec]
において連続スペクトルを持ち, この区間の外では点スペクトルを持つと予想されているが,

数学的には未解決である. H に対しても同様の予想があるがやはり未解決.

実験結果：アンダーソン局在は乱れを含む系における波動の伝播について広く成り立つと
考えられており, 計算機実験 (Yoshino, Okazaki [50]) やレーザー光を用いた実験 (Wiersma

et al. [49]) などにより確かめられている.

Dynamical Localization 近年になって, 波動関数の集中度を考慮した Anderson のもと
もとの主張により近い結果も得られている.

定理 1.5 ([16]) random tight binding model hω において W が十分大きく, hω が点スペク
トルのみを持つ状況を考える. このとき任意のコンパクト区間 I ⊂ R, 任意の q > 0 に対し,
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θ > 0 を十分大きく選べば, ψ ∈ ℓ2(Zd) が |ψ(x)| ≤ const.e−θ|x| を満たす限り

sup
t≥0

∥∥∥ |X|q/2Eω(I)e−ithωψ
∥∥∥2 <∞

が成り立つ. ただし Eω(·) は hω のスペクトル分解.

特に ψ = δ0 ならば任意の θ > 0 に対して |ψ(x)| ≤ const.e−θ|x| となるから, 定理の主張は
任意のコンパクト区間 I ⊂ R と任意の q > 0 に対し成り立つ. こうして, Anderson [4] の局
在定理は数学的にほぼ正当化されたといってよい.

1.5 Ergodic family of operators

Schrödinger 作用素がランダム性を持てば必ず Anderson 局在を示すと決まったわけでは
ない. ここでは数学的な研究の出発点としてランダムな Schrödinger 作用素の一般的な定式
化を行う.

結晶格子に不純物が混ざることによる周期性の乱れを典型例として想定すると, 乱れの確
率法則が空間的に一様であることを仮定するのが妥当と考えられる. これを踏まえて L.A.

Pastur [36] は次のような定式化を行った. 以下, 簡単のためヒルベルト空間は H = ℓ(Zd), 作
用素は

(hωψ)(x) =
∑

y:|y−x|=1

ψ(y) + Vω(x)ψ(x) (11)

で定義される tight binding modelとする. ただし {Vω(x); x ∈ Zd}はある確率空間 (Ω,F ,P)

において定義された確率変数族である.

仮定 1 確率空間 (Ω,F ,P) にエルゴード的な保測変換群 {Tx; x ∈ Zd} が与えられていて
VTxω(y) = Vω(x+ y) (x, y ∈ Zd) が成り立つ. 詳しくいうと

(i) 各々の x ∈ Zd に対して Tx は Ω からそれ自身への写像で, T0 = I（恒等写像）, Tx+y =

Tx ◦ Ty (x, y ∈ Zd). 特に Tx は全単写であり T−x = T−1
x .

(ii) 任意の x ∈ Zd, 任意の A ∈ F に対して T−1
x (A) ∈ F かつ P(T−1

x (A)) = P(A).

(iii) Ω の部分集合 A ∈ F が {Tx}-不変, すなわち T−1
x (A) = A, ∀x ∈ Zd, ならばP(A) = 0

または = 1.（エルゴード性）

条件 (iii) は次と同値である：

(iii)’ (Ω,F ,P)上の [−∞,∞]-値可測関数 F (ω)が {Tx}-不変,すなわち F ◦Tx = F , ∀x ∈ Zd

ならば, 定数 F が存在してP(F (ω) = F ) = 1.
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さて各々の x ∈ Zd に対して

(Uxf)(·) = f(· − x) , f ∈ H (12)

と定義すると {Ux; x ∈ Zd} は H における unitary 作用素のなす群であり,

hTxω = U−xhωUx , ω ∈ Ω, x ∈ Zd (13)

が成り立つ.

特に任意の x ∈ Zd に対して hTxω と hω はユニタリ同値であり, そのスペクトルの性質は
すべて一致する. 任意の開区間 J = (a, b) に対して

AJ = {ω ∈ Ω; J ∩ σ(hω) = ∅} = {ω ∈ Ω; Eω(J) = 0} ;

BJ = {ω ∈ Ω; TrEω(J) <∞}

とおくと事象 AJ , BJ はいずれも {Tx}−不変だからその確率の値は 0 または 1. そこで

Σ =
[∪

{J ; J = (a, b), a, b ∈ Q, P (AJ) = 1}
]c

;

Σess =
[∪

{J ; J = (a, b), a, b ∈ Q, P (BJ) = 1}
]c

とすると P-a.e. ω ∈ Ω に対して σ(hω) = Σ, σess(hω) = Σess となる. hω の Hp, Hc, Hac, Hsc

への制限を hδω (δ = p, c, ac, sc) とするとやはり hδTxω = U−xh
δ
ωUx が成立するから, これらの

spectrum についても同じことが言え, したがって次の定理が得られる.

定理 1.6 (Pastur [36]) R の閉部分集合 Σ, Σess, Σdis, Σp, Σc, Σac, Σsc が存在して P-a.e.

ω ∈ Ω に対して
σ(hω) = Σ, σess(hω) = Σess, σdis(hω) = Σdis,

σp(hω) = Σp, σc(hω) = Σc, σac(hω) = Σac, σsc(hω) = Σsc

となる.

証明 最初の主張のみ示す.

(a, b) ⊂ Σc ならば P(A(a,b)) = 1, 従って確率 1 で (a, b) ⊂ σ(hω)
c. a < b を (a, b) ⊂ Σc

となるような有理数全体に渡って走らせれば, Σc ⊂ σ(hω)
c が確率 1 で成り立つ. 一方, 可

算集合 S が存在して Σ = S となることに注意する. λ ∈ S ならば任意の ε > 0 に対して
P(A(λ−ε,λ+ε)) = 0 である. ε = 1/n, n = 1, 2, . . . としてみればわかるように, λ ∈ S ならば
確率 1 で λ ∈ σ(hω). 従って確率 1 で S ⊂ σ(hω). よって確率 1 でΣ = S ⊂ σ(hω).

この定理は hω だけでなく, 抽象 Hilbert 空間 H におけるランダムな自己共役作用素 Aω
で, H におけるユニタリ作用素のある群 {Ux; x ∈ Zd} に対して関係式

ATxω = U−xAωUx

を満たすすべてのものに対して成立する ([22]). ただし Aω の可測性は任意の φ, ψ ∈ H およ
び任意の z ∈ C \R に対して複素数値関数 ⟨φ, (Aω − z)−1ψ⟩ が ωについて可測であること
と定義される．
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定理 1.7 ([36]) {Eω(·)} を hω のスペクトル分解とするとき, 任意の区間 J に対して

P(TrEω(J) = ∞) = 1

または
P(TrEω(J) = 0) = 1

のいずれか一方のみ成り立つ.

証明 Eω(dλ) を hω のスペクトル分解とすると任意の区間 J に対して

ETxω(J) = U−xEω(I)Ux , x ∈ Zd

が成立する. そこで FJ(ω) := trEω(J) とすると

FJ(Txω) = tr{U−xEω(J)Ux} = trEω(J) = FJ(ω) .

したがって (iii)’ より定数 MJ ∈ [−∞,∞] が存在してP-a.e. ω に対して FJ(ω) =MJ とな
る. ところがMJ = 0 または = ∞ である. 実際, {δx; x ∈ Zd} が H = ℓ2(Zd) の正規直交基
底であることに注意すると

FJ(ω) =
∑
x∈Zd

⟨δx, Eω(J)δx⟩ =
∑
x∈Zd

⟨Uxδ0, Eω(J)Uxδ0⟩

=
∑
x∈Zd

⟨δ0, U−xEω(J)Uxδ0⟩ =
∑
x∈Zd

⟨δ0, ETxω(J)δ0⟩ .

ここで m := E[⟨δ0, Eω(J)δ0⟩] とすると, Tx が保測変換であることから m > 0 ならば

MJ = E[FJ(ω)] =
∑
x∈Zd

E[⟨δ0, ETxω(J)δ0⟩] = ∞×m = ∞ .

m = 0 ならば全く同様に MJ = ∞×m = ∞× 0 = 0.

系 1.8 各々の ω ∈ Ω に対して hω の固有値の集合を Λω, 有限多重度の固有値の集合を Λfω
とすると, 任意の λ ∈ R に対して

P(λ ∈ Λfω) = 0 .

証明 J = [λ, λ] = {λ}（一点集合）とすると定理 1.7 より

P(λ ∈ Λfω) = P(0 < TrEω({λ}) <∞) = 0 .

系 1.9 P-a.e. ω ∈ Ω に対して σdis(hω) = ∅.

証明 定理 1.6 より, 孤立点のみからなる集合 Σdis が存在して σdis(hω) = Σdis が確率１で
成り立つ. ここでΣdis ̸= ∅ とすると λ ∈ Σdis に対して

1 = P(λ ∈ σdis(hω)) = P(λ ∈ Λfω) = 0

となり, 矛盾.
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系 1.10 エルゴード的な 1次元の tight binding model hω については, 任意の λ ∈ R に対し
て P(λ ∈ Λω) = 0.

証明 d = 1 のとき方程式 hωψ = λψ の線形独立な解は高々2つだから Λω = Λfω.

確率空間 (Ω,F ,P)においてΩ = RZd
= {ω = (ωx)x∈Zd ; ωx ∈ R}とし, F は R上の Borel

σ-field B(R) の無限直積 F = B(R)⊗Zd
, P はR 上の確率測度 ν(dv) の無限直積P = ν⊗Zd

とする. ω = (ωx; x ∈ Zd) ∈ Ω に対して Vω(x) = ωx と定義すると {Vω(x)}x はそれぞれが
確率分布 ν に従う独立な確率変数族となる. さらに x ∈ Zd, ω = (ωy; y ∈ Zd) ∈ Ω に対し
て Txω = (ωx+y)y と定義すると Tx は明らかに保測変換, かつ以下に示すように {Tx} はエル
ゴード的な保測変換群となり, VTxω(y) = ωx+y = Vω(x + y) が成り立つ. 以上が仮定 1 をみ
たすランダム・ポテンシャルの典型例であるが, このように強いランダム性を持つもの以外
に, V (x) が周期的, あるいは慨周期的な関数の場合もエルゴード的なランダム・ポテンシャ
ルの一例とみなすことができる.

独立同分布確率変数族に対応する {Tx} のエルゴード性の証明
有限集合 F ⊂ Zd および Bx ∈ B(R), x ∈ F が存在して

C = {ω = (ωx) ∈ Ω; ωx ∈ Bx, x ∈ F}

と表される集合を cylinder set と呼ぶ. cylinder sets の全体を C とするとき, σ−代数 F =

B(R)⊗Zd
は C を含む最小の σ−代数として定義される. また直積確率測度 P = ν⊗Zd

は任
意の cylinder set C = {ω = (ωx) ∈ Ω; ωx ∈ Bx, x ∈ F} に対して P(C) =

∏
x∈F ν(Bx) とな

るようなただ一つの確率測度として定義される. （その存在は Kolmogorov の拡張定理によ
り保証されている. ）
任意の A,B ∈ F に対して

lim
|x|→∞

P(A ∩ (TxB)) = P(A)P(B) (14)

が成り立つことを示そう. A, B がともに cylinder sets ならば |x| が十分大きいとき, A と
B は独立, 従って P(A ∩ (TxB)) = P(A)P(B) である. 有限個の cylinder sets の disjoint

union として表される集合の全体を A とすると, A は F を生成する有限加法族であるが,

A, B ∈ A に対しても同じ理由で (14) が成り立つ. 最後に A, B ∈ F および ε > 0 を任意
に与えると, A′, B′ ∈ A が存在して P(A∆A′) < ε, P(B∆B′) < ε が成り立つ. このことか
ら (14) が一般に成り立つことが容易に示される.

ここで A ∈ F が {Tx}−不変とすると

P(A) = P(A ∩ (TxA)) = lim
|x|→∞

P(A ∩ (TxA)) = P(A)2 ,

従って P(A) = 0, または = 1 である.
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1.6 Density of states measure

本小節の内容についてはW. Kirsch の講義録 [24] に行き届いた説明があるので, 詳細はそ
ちらにゆずり, ここでは要点のみ述べる.

定義 1.11 (R,B(R)) 上の局所有限な測度の列 {νn} が測度 ν に漠収束 (vague convergence)

するとは, 任意の φ ∈ C0(R) に対して

lim
n→∞

∫
R
φ(x)νn(dx) =

∫
R
φ(x)ν(dx)

が成り立つことである. ここで C0(R) は compact support を持つ連続関数の全体である.

Zd の原点を中心とし, 辺の長さ 2L, L = 1, 2, . . . の d 次元立方体を ΛL とする. (ΛL =

[−L,L]d ∩Zd.) hω は §1.5 の意味でエルゴード的とし, hω のスペクトル分解を {Eω(dλ)}, 各
x ∈ ΛL に対して δx に関する hω のスペクトル測度を µωx とする：

µωx(dλ) = ⟨δx, Eω(dλ)δx⟩ .

さらに

νωL(dλ) =
1

|ΛL|
∑
x∈ΛL

µωx(dλ)

とする. エルゴード定理を用いて次の定理を示すのは難しくない：

定理 1.12 P-a.e. ω に対して, 測度の列 νωL(dλ), L = 1, 2, . . . は測度

ν(dλ) := E[⟨δ0, Eω(dλ)δ0⟩]

に漠収束する. νωL, ν は実際には R 上の確率測度になっている.

定義 1.13 測度 ν を hω の density of states measure と呼ぶ. また N(E) := ν((−∞, E]) を
integrated density of states と呼ぶ. 定理より P-a.e. ω に対して

lim
L→∞

νωL((−∞, E]) = N(E) (15)

が N(·) のすべての連続点 E において成り立つ.

エルゴード的な tight binding model の density of states measure ν については次が成立
する：

定理 1.14 (i) P-a.e. ω に対して σ(hω) = supp ν. ただし一般に R 上の測度 m に対して

supp m := {x ∈ R; m((x− ε, x+ ε)) > 0, ∀ε > 0} .

(ii) N(E) は E について連続である. したがって (15) は実際はすべての E に対して成
立する.
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主張 (i) は tight binding model だけでなく, エルゴード的なランダムシュレーディンガー
作用素に対しても成立するが, (ii) は hω が格子Zd 上の作用素であることに依存している.

さて定理 1.12 より任意の x ∈ Zd と任意の実数 λ に対して

ν({λ}) = E[⟨δ0, Eω({λ})δ0⟩] = E[⟨δ0, ETxω({λ})δ0⟩] = E[⟨δx, Eω({λ})δx⟩]

従って

ν({λ}) > 0 ⇔ P(TrEω({λ}) > 0) > 0

⇔ P(TrEω({λ}) = ∞) = 1

⇔ P(λ は多重度無限大の固有値) = 1 .

定理 1.14 より tight binding model hω に対しては ν(dλ) は point mass を持たない. 従って
定理 1.7 と合わせると, 任意の実数 λ に対して λ が多重度無限大の固有値である確率は 0

である. 一方 λ が有限多重度の固有値である確率も 0 だから tight binding model に対して
は 1次元の場合に限らず任意の実数 λ に対してP(λ ∈ Λ) = 0 である.

次に χΛL
を集合 ΛL の定義関数として hω の ΛL への制限 hLω を

hLω = χΛL
hωχΛL

(16)

により定義する. hLω は有限次元ヒルベルト空間 ℓ2(ΛL) = CΛL における自己共役作用素だか
らそのスペクトルは固有値 {Eω

j (ΛL)}j≥1 のみからなる.

定理 1.15 点 a ∈ R に集中した unit mass を δa(dx) で表し,

ν̃(dx) =
1

|ΛL|
∑
j≥1

δEω
j (ΛL)(dx) (17)

とすると, L→ ∞ とするとき ν̃ は ν に漠収束する. 特に各々の E ∈ R に対して

lim
L→∞

1

|ΛL|
♯{j; Ej(ΛL) ≤ E} = N(E) . (18)

density of states measure ν(dE) が絶対連続のとき, その密度関数 n(E) を hω の density

of states という. ν(dE), N(E) および n(E) については

• n(E) の滑らかさ, 解析性等に関する問題；

• スペクトル集合の下端付近における N(E) の漸近挙動 (Lifschitz tail) に関する問題

等が調べられている. 詳しくは Kirsch [24], Veselić [47], Kirsch-Metzger [25] 等を参照され
たい.
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1.7 文献について

この講演で解説する内容は 1990年代初頭までに殆ど完成された話題が中心である. この
時点までの研究成果を集大成した研究書として Carmona-Lacroix [9], Pastur-Figotin [37] を
挙げておく. また全般的な講義録として Carmona [8], Kirsch [23], Lang [29] も参照された
い. 比較的最近の研究成果を文献リストとともに要約した解説記事として Jitomirskaya [20]

を挙げておく. また最新の研究書として Aizenman-Warzel [3] がある．

2 1次元 random tight binding model に対する
Anderson 局在の証明

この節では 1次元の場合に話を限り, random tight binding model が確率 1 で点スペクト
ルのみ持つことを証明する. 証明のための道具立ては

(i) multiplicative ergodic theorem (Oseledec’s theorem)

(ii) Lyapunov 指数の正値性

(iii) Kotani’s trick

(iv) Gilbert-Pearson の定理

の 4つである. ランダム・ポテンシャルが絶対連続な分布を持つ独立同分布確率変数列か
らなる場合は, 上記の 4つを組み合わせれば殆ど概念操作のみで Anderson 局在の証明が得
られる.

2.1 Lyapunov 指数と multiplicative ergodic theorem

以下, ℓ2(Z) 上の random tight binding model

(hωψ)(n) = ψ(n− 1) + ψ(n+ 1) + Vω(n)ψ(n), n ∈ Z (19)

を考える. 方程式 hωψ = Eψ は 2階の差分方程式であるが, それを[
ψ(n+ 1)

ψ(n)

]
=

[
E − Vω(n) −1

1 0

] [
ψ(n)

ψ(n− 1)

]
(20)

と書きなおすと, 初期条件 ψ(0) = ψ0, ψ(1) = ψ1 の下での hωψ = Eψ の解は[
ψ(n+ 1)

ψ(n)

]
= UE

n (ω)

[
ψ1

ψ0

]
(21)
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で与えられる. ただし

UE
n (ω) =


Sn(ω)Sn−1(ω) · · ·S1(ω) (n > 0)

I (n = 0)

Sn+1(ω)
−1Sn+2(ω)

−1 · · ·S0(ω)
−1 (n < 0)

(22)

Sn(ω) =

[
E − Vω(n) −1

1 0

]
(23)

である. この UE
n (ω) を方程式 hωψ = Eψ に対する transfer matrix と呼ぶことにする. ここ

で {Vn(ω); n ∈ Z} は仮定 1 の意味でのエルゴード的な確率変数列とする. すなわち確率空
間 (Ω,F ,P) にエルゴード的な保測変換群 {T n; n ∈ Z} が与えられていて Vn(ω) = V0(T

nω)

が成り立つとする. このとき任意の整数 n, m に対して

UE
n+m(ω) = UE

n (T
mω)UE

m(ω) (24)

が成立する.

さて, 一般に複素 d 次正方行列 A に対して, そのノルム ∥A∥ を

∥A∥ = sup
u̸=0

∥Au∥
∥u∥

により定義しよう. （右辺の ∥ · ∥ は Cd におけるユークリッド・ノルム. ）

∥A∥2 = sup
u̸=0

⟨Au,Au⟩
∥u∥2

= sup
u̸=0

⟨u,A∗Au⟩
∥u∥2

だから非負定値エルミート行列 A∗A の固有値を

0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λd

とすると ∥A∥ =
√
λd である. さらに detA = 1 のとき det(A∗A) = 1 =

∏d
j=1 λj = 1 だから

∥A∥ ≥ 1 であり d = 2 のときは ∥A−1∥ = ∥A∥ も成り立つ. 実際

∥A−1∥ = sup
u̸=0

∥A−1u∥
∥u∥

=

{
inf
v ̸=0

∥Av∥
∥v∥

}−1

=
1√
λ1

=
√
λ2 = ∥A∥ .

一般に ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ だから (24) より

∥UE
n+m(ω)∥ ≤ ∥UE

n (T
mω)∥∥UE

m(ω)∥ . (25)

よって Yn(ω) = log ∥UE
n (ω)∥ とおくと detUE

n (ω) = 1 より Yn(ω) ≥ 0 であって

Yn+m(ω) ≤ Yn(T
mω) + Ym(ω) . (26)
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定義 2.1 保測変換群 {T n; n ∈ Z} を備えた確率空間 (Ω,F ,P; {T n}) 上の確率変数列
{Xk(ω); k ≥ 1} が sub-additive とは

Xn+m(ω) ≤ Xn(T
mω) +Xm(ω) , n,m ≥ 1 (27)

が成り立つことである.

log ∥UE
n (ω)∥, n = 1, 2, . . . はこの意味で sub-additive である.

定理 2.2 (sub-additive ergodic theorem) {T n}はエルゴード的とする. {Xn(ω)}が sub-

additive かつE[|Xn|] <∞, n = 1, 2, . . ., のとき確率 1 で

lim
n→∞

1

n
Xn(ω) = γ (28)

が成り立つ. ただし

γ := inf
n≥1

1

n
E[Xn] (≥ −∞) . (29)

この定理は Kingman によるものだが, その後いくつもの別証明が考案されている. （[35],

[45]等.）
sub-additive process の定義式 (27) における不等号を等号で置き換えると

Xn(ω) =
∑n−1
j=0 X1(T

jω) が得られる. またこのとき γ = E[X1] となるから sub-additive

ergodic theorem は古典的なエルゴード定理

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

X1(T
jω) = E[X1] (30)

の一般化であることがわかる.

sub-additive ergodic theorem を log ∥UE
n (ω)∥, n = 1, 2, . . . に適用すると確率 1 で

lim
n→∞

1

n
log ∥UE

n (ω)∥ = γ(E) (31)

が成り立つ. ただし

γ(E) = inf
n≥1

1

n
E[log ∥UE

n (ω)∥] ≥ 0 . (32)

次に n = 1, 2, . . . に対して ŨE
n (ω) = UE

−n(ω) と定義すると (24) において n+m = 0 として

ŨE
n (ω) = Un(T

−nω)−1 (33)

であることがわかる. T̃ n = T−n とおけば {T̃ n} もまたエルゴード的な保測変換群で,

ŨE
n+m(ω) = ŨE

n (T̃
mω)ŨE

m(ω) (34)
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が成り立つ. 一方

inf
n≤−1

1

|n|
E[log ∥UE

n ∥] = inf
n≥1

1

n
E[log ∥ŨE

n ∥] = inf
n≥1

1

n
E[log ∥(UE

n ◦ T̃ n)−1∥]

= inf
n≥1

1

n
E[log ∥UE

n ◦ T̃ n∥] = inf
n≥1

1

n
E[log ∥UE

n ∥] = γ(E)

に注意. 先と同様に sub-additive ergodic theorem を適用して次の結果を得る.

定理 2.3 P-a.e. ω ∈ Ω に対して

lim
n→±∞

1

|n|
log ∥UE

n (ω)∥ = γ(E) . (35)

右辺に現れる定数を Lyapunov exponent と呼ぶ.

定理 2.4 (multiplicative ergodic theorem [38], [41]) 定理 2.3 の結論を成り立たせる
(ω,E) ∈ Ω×R に対してベクトル Θ±

ω,E ∈ R2 \ {0} が存在して次をみたす：

(i) v ∈ R2 \ {0} が Θ+
ω,E [resp. Θ−

ω,E] と平行ならば

lim
n→+∞[resp. −∞]

1

|n|
log ∥Un(ω)v∥ = −γ(E) ; (36)

(ii) v ∈ R2 \ {0} が Θ+
ω,E [resp. Θ−

ω,E] と線形独立ならば

lim
n→+∞[resp. −∞]

1

|n|
log ∥Un(ω)v∥ = γ(E) ; (37)

定理 2.4は本質的に deterministicな結果である. なお, ここに引用したのは multiplicative

ergodic theorem を 2× 2 行列の場合に限ったもので, ランダム行列の次数が上がればそれに
応じた個数の Lyapunov 指数とベクトルΘ

(j)
ω,E, j = 1, 2, . . . が定理に現れる. 定理 2.4 の証明

については本稿の付録を参照されたい．

2.2 Ishii-Pastur の定理（絶対連続スペクトルの不在）

hω , hacω のスペクトル分解をそれぞれ {Eω(dλ)}, {Eac
ω (dλ)} とする. Anderson 局在の一歩

手前の結果として次が成り立つ.

定理 2.5 (Pastur [36]) Borel 集合 B ⊂ R のいたる所で γ(E) > 0 となるならばP-a.e.ω

に対して Eac
ω (B) = 0. すなわち hω のスペクトルは確率 1 で B に絶対連続スペクトルを持

たない.
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小谷理論 ([27], [43]) によれば, 逆に集合 {E ∈ R; γ(E) = 0} が正のルベーグ測度を持つ
ならば, そこには hω の絶対連続スペクトルが存在する. こちらは Ishii-Pastur の定理よりも
はるかに深い話である.

定義 2.6 A は Hilbert 空間 H における自己共役作用素, {E(dλ)} をそのスペクトル分解と
する. R 上の測度 σ(dλ) がA のスペクトル測度であるとは, 任意の Borel 集合 C ⊂ R に
対して

σ(C) = 0 ⇐⇒ E(C) = 0

となることである.

{en} が H の正規直交基底のとき, 例えば

σ(B) =
∞∑
n=1

2−n⟨en, E(B)en⟩

と定義すれば σ はスペクトル測度になる.

定義 2.7 Zd 上の関数 ψ が多項式的に有界とは, 定数 C > 0, k > 0 が存在して

|ψ(x)| ≤ C(1 + ∥x∥)k , n ∈ Zd (38)

となることである.

命題 2.8 h を (11) で定義される d 次元の tight binding model, σ(dλ) をそのスペクトル測
度とすると, σ-a.e. λ ∈ R に対して hψ = λψ は多項式的に有界な解 ψ ̸= 0 を持つ.

証明については [24] を見られたい.

さて hω を 1次元のエルゴード的な random tight binding model として, Ω×B の２つの
部分集合

A1 :=
{
(ω,E) ∈ Ω×B; lim

n→±∞

1

|n|
log ∥UE

n (ω)∥ = γ(E) > 0
}

(39)

A2 := {(ω,E) ∈ A1; Θ+
ω,E と Θ−

ω,E は平行 } (40)

を考える. Aω
j := {E; (ω,E) ∈ Aj} (j = 1, 2) を Aj の ω での切り口とすると, E ∈ Aω

2 に対
して方程式 hωψ = Eψ の初期値 u =t [ψ0, ψ1] ̸= 0 をΘ±

ω,E と平行にとるとき, 定理 2.4 より

lim
n→±∞

1

|n|
log ∥UE

n (ω)u∥ = −γ(E) < 0 (41)

となり ψ(n) は n → ±∞ において指数関数的に減衰する. このとき特に ψ ∈ ℓ2(Z) となる
から E は hω の固有値. 特にAω

2 は高々可算集合である. このことと定理 2.3 および Fubini

の定理より
|B \ (Aω

1 \ Aω
2 )| = 0 .
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一方 E ∈ Aω
1 \ Aω

2 とすると方程式 hωψ = Eψ の任意の初期値 u =t [ψ0, ψ1] ̸= 0 は Θ+
ω,E,

Θ−
ω,E の少なくとも一方と線形独立となり, したがって

lim
n→+∞

1

|n|
log ∥UE

n (ω)u∥ = γ(E) > 0

または

lim
n→−∞

1

|n|
log ∥UE

n (ω)u∥ = γ(E) > 0

の少なくとも一方が成立する. したがって σω を hω のスペクトル測度とすると命題 2.8 よ
り σω(Aω

1 \ Aω
2 ) = 0 でなければならない. よって σω|B は確率 1 で Lebesgue 測度 0 の集合

B \ (Aω
1 \ Aω

2 ) に集中していることになり, したがって B に絶対連続成分を持たない. これ
で定理 2.5 が示された.

定理 2.5 はいうまでもなく集合 {E ∈ R; γ(E) > 0} の Lebesgue 測度が正の場合にのみ
意味を持つ. ランダム行列の積のノルムの指数増大度としての Lyapunov 指数がいつ正にな
るかは一般には難しい問題であるが, 今考えている 1次元 tight binding model の場合には
Furstenberg の定理の特別な場合として次が知られている.

定理 2.9 ([6]) ランダム・ポテンシャル {Vω(n); n ∈ Z} が独立同分布な確率変数列から成
り, E[log(1 + |Vω(n)|] <∞, かつ Vω(n) の分布が 1点に退化しないならば, すべての E ∈ R

に対して γ(E) > 0 である.

以下 hω に対する Anderson 局在の証明にあたってこの定理の条件が成り立つことを仮定
する. このとき特に A1 の定義において B = R とすることができる.（実は再び小谷理論
([27], [43]) から, ランダムポテンシャル {Vω(n)}n が非決定的（分布が 1点に退化しない独
立同分布確率変数列の場合は明らかにそうであるが）な場合は常に γ(E) > 0 がルベーグ測
度に関して殆どすべての E ∈ R に対して成り立つ. 我々の目的のためにはこれでも十分で
ある. ）
さて仮に

P−a.e. ω に対して σω(R \ Aω
1 ) = 0 (42)

が示されたとしよう. すると σω について殆どすべての E に対してベクトル Θ+
ω,E および

Θ−
ω,E が存在して定理 2.4 の結論が成り立つのであるが, 同時に方程式 hωψ = Eψ は多項式
的に有界な解を持たなければならないからΘ+

ω,E と Θ−
ω,E とは平行でなければならない. とこ

ろがこのとき, 既に見たように hωψ = Eψ は n→ ±∞ において指数関数的に減衰する解を
持つ. よって σω-a.e. E は hω の固有値であり, 対応する固有関数は指数関数的に減衰する.

以上が §1.4 で触れた R. Carmona のアイディアであり, 彼は (42) に相当する条件が実際に
成り立つことを Goldsheidt, Molchanov, Pasturによるモデル (8) に対して証明した. その後
小谷氏 [28] は (42) を示すための汎用性の高い方法を発見した. 次の小節でそれを説明する.
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2.3 Kotani’s trick による Anderson 局在の証明

１次元 tight binding model（2階差分作用素）に対しては, 2階常微分作用素に対するWeyl

理論のアナロジーが成立する. 特に次が成り立つ：

命題 2.10 h のスペクトル測度はE(dλ) を h のスペクトル分解として

σ(dλ) = ⟨δ0, E(dλ)δ0⟩+ ⟨δ1, E(dλ)δ1⟩ =: σ0(dλ) + σ1(dλ) (43)

で与えられる.

証明 ([6]) 数列 {pn(λ)}n, {qn(λ)}n は方程式 hψ = λψ の解でそれぞれ初期条件

p0(λ) = 0, p1(λ) = 1 ; q0(λ) = 1, q1(λ) = 0

を満たすものとする. pn(λ), qn(λ) は λ の多項式である. まず次が成立することに注意：

pn(h)δ1 + qn(h)δ0 = δn , n ∈ Z . (44)

実際 n = 0, 1 に対しては (44) は直接確かめられ, n > 1, n < 0 については

hδn = δn+1 + δn−1 + V (n)δn (45)

を用いて帰納的に証明される.

さて σ(B) = 0 とすると, σ の定義 (43) により

∥E(B)δ0∥2 = ⟨δ0, E(B)δ0⟩ ≤ σ(B) = 0 ,

∥E(B)δ1∥2 = ⟨δ1, E(B)δ1⟩ ≤ σ(B) = 0 .

従って任意の n ∈ Z に対して

E(B)δn = E(B){pn(h)δ1 + qn(h)δ0} = pn(h)E(B)δ1 + qn(h)E(B)δ0 = 0 .

よって E(B) = 0 である. 逆に E(B) ならば σ(B) = 0 であることは明らか.

定理 2.11 ([28]) random tight binding model のポテンシャル {Vω(n); n ∈ Z} は定理 2.9

の条件を満たすとし, さらに各々の Vω(n) の分布は有界な確率密度関数 ρ(v) を持つとする.

確率変数族 {Vω(n); n ∈ Z \ {j}} が生成する F の sub-σ field を Gj (j = 0, 1), G = G0 ∩ G1

とすると確率 1 で
EG
ω[σ

·(dλ)] ≤ 2∥ρ∥∞dλ . (46)
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証明 (46) の左辺の条件付き平均は, n ∈ Z \ {0, 1} に対する Vω(n) の実現値を固定した上
で, Vω(0), Vω(1) のランダム性のみを用いて σω(dλ) = σω0 (dλ) + σω1 (dλ) の平均をとったもの
である. したがって定理を示すには, σω0 (dλ), σ

ω
1 (dλ) をそれぞれ Vω(0), Vω(1) のランダム性

により平均したものが Lebesgue 測度の定数倍で抑えられることを示せばよい. そのために

h̃ω = hω − Vω(0)δ0

とおくと resolvent identity により, z ∈ C \R に対して

(hω − z)−1 = (h̃ω − z)−1 − (hω − z)−1Vω(0)δ0(h̃ω − z)−1 . (47)

したがって
g(z) = ⟨δ0, (hω − z)−1δ0⟩ , g̃(z) = ⟨δ0, (h̃ω − z)−1δ0⟩ (48)

とおくと
g(z) = g̃(z)− Vω(0)g(z)g̃(z) , (49)

したがって

g(z) =
g̃(z)

1 + Vω(0)g̃(z)
=

1

Vω(0)− (−g̃(z)−1)
. (50)

ここで z = ξ+ iε, ε > 0 とすると ℑg̃(z) > 0 より ℑ(−g̃(z)−1) > 0. そこで −g̃(z)−1 = a+ bi

とおくと b > 0 であり, a, b は {Vω(n); n ̸= 0} の可測関数となる. そこで

ℑg(z) = ℑ
∫ σω0 (dλ)

λ− z
=
∫ ε

(λ− ξ)2 + ε2
σω0 (dλ)

= ℑ
(

1

Vω(0)− (−g̃(z)−1)

)
=

b

(Vω(0)− a)2 + b2

の両辺を Vω(0) について積分すると∫ ε

(λ− ξ)2 + ε2
EG0
ω [σ·

0(dλ)] =
∫ ∞

−∞

b

(v − a)2 + b2
ρ(v)dv

≤ π∥ρ∥∞ =
∫ ε

(λ− ξ)2 + ε2
∥ρ∥∞dλ.

この不等式が任意の ξ ∈ R, ε > 0 について成立することから

EG0
ω [σ·

0(dλ)] ≤ ∥ρ∥∞dλ (51)

が得られ, 同様の議論により
EG1
ω [σ·

1(dλ)] ≤ ∥ρ∥∞dλ (52)

も得られる.

命題 2.12 ([28]) Ω×R の部分集合 D が直積 σ 代数 G × B(R) に属するならば∫∫
D

P(dω)σω(dλ) =
∫∫

D
P(dω)EG

ω[σ
·(dλ)] . (53)
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証明 D = B × C, B ∈ G, C ∈ B(R) の場合は∫∫
B×C

P(dω)σω(dλ) =
∫
B
σω(C)P(dω)

=
∫

1B((ωx)x ̸=0,1)
∫
σω(C)P((Vω(0), Vω(1)) ∈ dv0dv1)

からわかる. また D がこのような直積集合の disjoint union の場合も主張は成立する. よっ
て monotone class lemma によりすべてのD ∈ G × B(R) に対して等式は成立する.

定理 2.13 (Anderson 局在) ランダム・ポテンシャル {Vω(n)} が定理 (2.11) の条件をみた
すならば, 確率 1 で hω は点スペクトルのみを持ち, 対応する固有関数は指数関数的に減衰
する.

証明 hω の代わりに
h̄ω := hω − Vω(0)δ0 − Vω(1)δ1 (54)

を考え, 方程式 h̄ωψ = Eψ に対する transfer matrix を ŪE
n (ω) とすると

A1 =
{
(ω,E); lim

n→±∞

1

|n|
log ∥ŪE

n (ω)∥ = γ(E) > 0
}

(55)

であることは容易にわかる. これよりA1 ∈ G × B(R) が示される. 条件より γ(E) > 0 が
すべての E ∈ R について成り立つから Fubini の定理より P-a.e. ω に対して R \ Aω

1 の
Lebesgue 測度は 0. よって命題 2.12 より∫

Ω

∫
R\Aω

1

σω(dλ) =
∫
Ω

∫
R\Aω

1

EG
ω[σ

·(dλ)] = 0 . (56)

前小節の議論から結論が得られる.

2.4 Gilbert-Pearson の定理の応用

今までの議論から 1次元 tight binding model h のスペクトルの性質は方程式 hψ = Eψ

の解の遠方での挙動によりほぼ決まることがわかった. このことを一般的に明らかにした
のが Gilbert と Pearson の定理 ([17], [18]) である. 彼らは 1次元の Schrödinger 作用素
−d2/dx2 + V (x) を扱ったが, tight binding model h に対しても同様の結果が得られる.

定義 2.14 方程式 hψ = Eψ の非自明解 ψs が +∞ [−∞] において subordinate とは方程式
hψ = Eψ の他の任意の線形独立な解に対して

lim
N→+∞[−∞]

∥ψs∥N
∥ψ∥N

= 0 (57)

が成り立つことである. ただし N > 0 か N < 0 に応じて

∥ψ∥2N :=
N∑
n=0

|ψ(n)|2　 または 　 =
0∑

n=−N
|ψ(n)|2 (58)

とする.
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tight binding model h は任意のポテンシャル {V (n)}n に対して自己共役作用素になるか
ら, Weyl 理論により任意の複素数 z に対して hψ = zψ の非自明解で +∞, −∞ において 2

乗総和可能なもの ψ+, ψ− はそれぞれ定数倍を除いて一意である. （境界 ±∞ がそれぞれ
「極限点型」であることと h の自己共役性が同値であることによる. ）したがって hψ = zψ

の非自明解が +∞ [−∞] において 2乗総和可能ならば subordinate である.

定義 2.15 m(dξ) を R 上の Lebesgue 測度, ν(dξ) を R 上の任意の測度とする. Borel 集合
S が ν の minimal support であるとは ν(R \ S) = 0 かつ, ν(A) = 0 をみたす任意のBorerl

集合 A ⊂ S に対して m(A) = 0 となることである. S は (m + ν)- null sets の違いを除い
て一意に定まる.

定理 2.16 ([17], [18]) 1次元 tight binding model h のスペクトル測度 σ(dξ) の絶対連続
部分と特異部分への Lebesgue 分解を σ = σac + σs とし, Mac, Ms をそれぞれ σac, σs の
minimal support とすると m-null sets, あるいは (m+ σs)-null sets の違いを除いて

(i) Mac = {E ∈ R; hψ = Eψ は +∞ における subordinate solution を持たないか,

または−∞ における subordinate solution を持たない } ;

(ii) Ms = {E ∈ R; hψ = Eψ は +∞, −∞ において同時に subordinate

となる非自明解を持つ }.

以下定理 2.11 の結論が成り立つことを仮定する. このためには例えば 2次元確率変数
(Vω(0), Vω(1))が {Vω(n); n ∈ Z\{0, 1}}と独立で, さらに有界な周辺密度関数を持てばよい.

定理 2.17 ([32]) 定理 2.11 の結論が成り立つとすると, 任意の区間 J ⊂ R に対して次が成
立する：

(i) m-a.e. E ∈ J に対して

P(hωψ = Eψ の非自明解 ψ+, ψ− が存在して
∑∞

1 |ψ+(n)|2 <∞,∑−1
−∞ |ψ−(n)|2 <∞) = 1

となるならば, P-a.e. ω に対して hω は J において点スペクトルのみを持つ.

(ii) m-a.e. E ∈ J に対して

P(hωψ = Eψ は −∞ における subordinate solution を持たないか, または
+∞ における subordinate solution を持たない) = 1

となるならば P-a.e. ω に対して hω は J において絶対連続スペクトルのみを持ち, J

上の殆どいたるところで σω(dE)/dE > 0.

(iii) m-a.e. E ∈ J に対して

P(hωψ = Eψ の非自明解 ψ+, ψ− が存在してそれぞれ +∞, −∞
において subordinate かつ

∑∞
n=−∞ |ψ(n)|2 = ∞) = 1

となるならば P-a.e. ω に対して hω は J において特異連続スペクトルのみを持つ.
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補題 2.18 Ω×R の 4つの部分集合

S±
1 := {(ω,E); hωψ = Eψ は +∞ [−∞] において square summable な解を持つ }

S±
2 := {(ω,E); hωψ = Eψ は +∞ [−∞] において subordinate な解を持つ }

はすべて G × B(R) に属する.

この補題の証明は省略する.

証明 (定理 2.17) (i)条件と Fubiniの定理より P-a.e. ωに対してJ\(S+
1 ∩S−

1 )
ω の Lebesgue

測度は 0. したがって補題 2.18 と命題 2.12 よりP-a.e. ω に対して σω|J は (S+
1 ∩ S−

1 )
ω に

集中している. square summable な解は必ず subordinate だから定理 2.16 (i) より σω は J

において特異である. すると定理 2.16 (iii) より ψ+ と ψ− とは線形従属でなければならな
い. したがって σω-a.e. E ∈ J に対して hωψ = Eψ は ℓ2(Z) に属する解を持ち, E は hω の
固有値となる.

(ii) 上と同様の議論により, P-a.e. ω に対して σω((S+
2 ∩ S−

2 )
ω) = 0 である. したがって

定理 2.16 (ii) より σω は J において特異成分を持たない. 主張の後半は定理 2.16 (i) と
Fubini の定理から得られる.

(iii) やはり同様の議論により P-a.e. ω に対してσω|J は J において特異となり, J \ [(S+
1 ∩

S−
1 )

ω] に集中している. よって σω-a.e. E ∈ J は hω の固有値ではあり得ない.

定理 2.17 を用いると Anderson 局在の別証明が得られる. 実際, 任意の E ∈ R に対して
γ(E) > 0 だから, 方程式 hωψ = Eψ は P-a.e. ω に対して+∞ において指数関数的に減衰
する解と −∞ において指数関数的に減衰する解をそれぞれ持つ. したがって定理 2.17 (i) の
条件が成り立ち, hω は点スペクトルのみを持つ. この証明には命題 2.8 が用いられていない
ことに注意されたい.

3 小谷理論
前節において触れたように，小谷氏は定常かつエルゴード的なランダムポテンシャルを持
つシュレーディンガー作用素について Ishii-Pastur の定理の逆を証明した．小谷氏の理論は
それのみにとどまらない広がりを持つものであり，B. Simon [43]により直ちに tight binding

model の場合に拡張された．連続型と離散型のモデルを合わせた定式化については [30] を
参照されたい．本節では tight binding model の場合に Simon [43] に従って小谷理論の概略
を述べる．

hω を (19) 式で定義される random tight binding model とすると，複素パラメータ E

(ImE > 0)に対する方程式 hωu = Euの解u+(n), u−(n)が（定数倍をのぞいて）一意に存在
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し， +∞, −∞ においてそれぞれ square summable となる．この u± により hω の resolvent

(hω − E)−1 の積分核 Gω(n,m;E) は

Gω(n,m;E) =
u−(n ∧m)u+(n ∨m)

u+(1)u−(0)− u−(1)u+(0)
(59)

と構成される．また u±(n) ̸= 0 だから

m±(ω;E) = −u±(±1)

u±(0)
(60)

が定義され，Im m± > 0 であること，および各 n ∈ Z に対して

m±(T
−nω;E) = −u±(n± 1)

u±(n)
= Vω(n)− E − 1

m±(T−n±1ω;E)
(61)

が成り立つことがわかる．これより特に

u−(1)

u−(0)
= m−(ω;E) + E − Vω(0) (62)

だから，関係式

−Gω(0, 0;E)
−1 = m+(ω;E) +m−(ω;E) + E − Vω(0) (63)

が得られる．一方 σω0 (dλ) = ⟨δ0, Eω(dλ)δ0⟩ とおくと

Gω(0, 0;E) =
∫ ∞

−∞

σω0 (dλ)

λ− E
(64)

および

E[Gω(0, 0;E)] =
∫ ∞

−∞

ν(dλ)

λ− E
(65)

が成り立つ．ν(dλ) は先に導入した density of states measure である．Lyapunov指数 γ(E)

は虚数Eに対しても先と同様に定義されるが，ν(dλ) と γ(λ) はThouless の公式

γ(E) =
∫ ∞

−∞
ln |E − λ|ν(dλ) (66)

で結ばれることが知られている（[5]）．
(63), (65), (66) より

E
[
Im
{
(m+(ω;E) +m−(ω;E) + E − Vω(0))

−1
}]

= − ∂γ(E)

∂(ImE)
(67)

がわかる．
さて，複素上半平面 C+ で定義された解析関数 F (z)は ImF (z) > 0を満たすとき Herglotz

関数と呼ばれる（他の呼び名もある）．典型的な例は，µ(dx) をR上の有界な測度として

F (z) =
∫ ∞

−∞

µ(dx)

x− z
(68)
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と表される関数である．逆に F (z) が Herglotz ならば，実数 α, β (β ≥ 0) および
∫∞
−∞(1 +

x2)−1τ(dx) <∞ を満たす測度 τ(dx) が存在して

F (z) = α+ βz +
∫ ∞

−∞

( 1

x− z
− x

1 + x2

)
τ(dx) (69)

と表される（例えば [21] 参照）．小谷理論においては Herglotz 関数の以下の性質が用いら
れる：

(i) 殆どすべての x ∈ Rに対して，ゼロでない有限の極限値 limε↘0 F (x + iε) = F (x + i0)

が存在する．

(ii) F (z) を表現する測度を µ(dx) とし，その絶対連続部分を µac(dx) とするとき

dµac(x) = [Im F (x+ i0)]dx .

(iii) 測度 µ の特異部分は集合 {x ∈ R| limε↘0 ImF (x+ iε) = ∞} に集中している．

(iv) F (z), G(z)がHerglotz関数で，正のルベーグ測度を持つ集合上で F (x+i0) = G(x+i0)

となるならば F = G.

(v) 開区間 I 上殆ど至るところ Re F (x+ i0) = 0 となるならば F (z) は I を通して下半平
面 C− に解析接続され，I上至るところ F (x+ i0) ̸= 0 である．

(vi) (iii)と (v)により，開区間 I 上で Re F (x + i0) = 0 ならば F (z) を表現する測度は I

上で絶対連続である．

この段階で，hω のポテンシャル項 Vω が一様有界であることを仮定する．Herglotz関数
m±(ω;E) は hω をある境界条件の下で ℓ2(1,∞) または ℓ2(−∞, 1) に制限した作用素のスペ
クトル測度を用いて (68) の形に表され，ポテンシャルが一様有界ならばスペクトル測度の
support も ωによらない有界集合に含まれることから，次の補題が得られる．

補題 3.1 Im E > 0 なる E を固定すると，ω によらない正の定数 cj(E), dj(E) (j = 1, 2)

が存在して
c1(E) ≤ |m±(ω;E)| ≤ c2(E)

d1(E) ≤ Im m±(ω;E) ≤ d2(E)

が成り立つ．

この補題は m± に関する種々の期待値の収束を保証する．

さて multiplicative ergodic theorem より

lim
n→∞

1

n
ln

∣∣∣∣∣u+(n)u+(0)

∣∣∣∣∣ = −γ(E) (70)
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であり (61) から

ln

∣∣∣∣∣u±(n)u±(0)

∣∣∣∣∣ =
n−1∑
j=0

ln |m+(T
−jω;E)| (71)

だから個別エルゴード定理より

−γ(E) = E[ln |m+(ω;E)|] (72)

を得る．

補題 3.2

E

[
ln
(
1 +

Im E

Im m+(ω;E)

)]
= 2γ(E)

証明 (61) より

Im m+(T
−nω;E) = −Im E − Im

1

m+(T−n+1ω;E)
.

この式において n = 0 として両辺を Im m±(ω;E) で割り，ln をとると

ln

(
1 +

Im E

Im m±(ω;E)

)
= ln

Im m±(Tω;E)

|m±(Tω;E)|2
− ln(Im m±(ω;E))

を得る．両辺の期待値をとり，T が確率測度P を保存することに注意すれば結論が得られる．

補題 3.3 b(ω;E) = m+(ω;E) +m−(ω;E) + E − Vω(0), n±(ω;E) = Imm±(ω;E) +
1
2
Im E

とおくと次が成り立つ．

(a) E

[
1

n±

]
≤ 2γ(E)

Im E

(b) E

[(
1

n+

+
1

n−

)
(n+ − n−)

2 + (Re b)2

|b|2

]
≤ 4

(
γ(E)

Im E
− ∂γ(E)

∂Im E

)

証明 (a) 期待値記号の中を

1

n±
=

1

Im E

Im E/Im m±

1 + 1
2
(Im E/Im m±)

と書き換えて、x ≥ 0 に対して成り立つ不等式
x

1 + 1
2
x
≤ ln(1 + x) および補題 3.2に注意す

れば求める不等式が得られる．
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(b) n+ + n− = Im b に注意して左辺の期待値記号の中を書き換えると(
1

n+

+
1

n−

)
(n+ + n−)

2 − 4n+n− + (Re b)2

|b|2

=

(
1

n+

+
1

n−

)(
1− 4n+n−

|b|2

)
=

(
1

n+

+
1

n−

)
− 4(n+ + n−)

|b|2

=

(
1

n+

+
1

n−

)
+ 4Im

(
1

b

)
.

両辺の期待値をとれば (67) と上記の (a) より結論が得られる．

小谷理論の主な主張は次の 3つである．

定理 3.4 正のルベーグ測度を持つ集合 A ⊂ R上で γ(E) = 0 となるならば，確率 1で hω
のスペクトル測度は絶対連続成分を持つ．

定理 3.5 開区間 I 上の殆ど至るところで γ(E) = 0 ならば，確率 1で hω のスペクトル測
度は絶対連続成分のみを持つ．

定理 3.6 定理 3.4の条件が成り立つとき，列 {Vω(n)}は deterministicである，すなわち殆
どすべての ωに対して {Vω(n)}n≥1は {Vω(n)}n≤0の functional である．

定理 3.4を示すために w(E) =
∫ ∞

−∞
ln(λ − E)ν(dλ) とおくと，γ(E) = Re w(E) であり，

−w′(E) =
∫ ∞

−∞

ν(dλ)

λ− E
となる．すなわち −w′(E) はHerglotz関数であり，その性質 (i) より

殆どすべての E0 ∈ Rに対して有限な極限値 lim
ε↘0

dγ(E0 + iε)

dε
が存在する．さらに γ(E0) = 0

ならば

lim
ε↘0

γ(E0 + iε)

ε
= lim

ε↘0

dγ(E0 + iε)

dε
(73)

である．したがって補題 3.3(a)より

lim sup
ε↘0

E

[
1

Im m±(ω;E0 + iε)

]
<∞ (74)

となるが，これよりさらに Fatouの補題によって

E

[
1

Im m±(ω;E0 + i0)

]
<∞ (75)

が得られる．よって殆どすべての ω と E0 ∈ Aに対して Im m±(ω;E0+ i0) > 0となり，(63)

から

ImGω(0, 0;E0 + i0) =

(
Im m+ + Im m−

|m+ +m− + E0 − Vω(0)|2

)
(ω;E0 + i0) > 0 .
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よって (64)とHerglotz関数の性質 (ii)より σω0 は A において絶対連続成分を持つ．
定理 3.5を示すために補題 3.3(b)において Im E ↘ 0 とし，(73), (75) に注意すると

γ(E) = 0なる殆どすべての組 (ω,E) ∈ Ω× A に対して

Im m+(ω;E + i0) = Im m−(ω;E0 + i0) , (76)

Re b = Re (m+ +m− + E0 − Vω(0))(ω;E0 + i0) = 0 (77)

となる．特に A = I が開区間ならばHerglotz関数の性質 (v)より m+ +m− +E − Vω(0) は
I 上で解析的かつ ̸= 0である．したがって (63) により Gω(0, 0;E) も I 上で解析的であり，
性質 (iii)より σω0 (dλ) は特異部分を持たない．σ

ω
1 (dλ) についても同じことを示す必要があ

るが，
σω1 (dλ) = ⟨δ1, Eω(dλ)δ1⟩ = ⟨δ0, ETω(dλ)δ0⟩ = σTω0 (dλ)

であり、定常性によりランダム作用素 hTω についても hω と同じ前提条件と結論が成り立つ
から，σω1 (dλ) も I上に特異成分を持たない．
さて，定理 3.4の条件が成り立つとき (76), (77) およびHerglotz関数の性質 (iv)より殆ど
すべてのωに対して m+ は m− から一意に決まる．一方 m− は {Vω(n)}n≤0 の functionalだ
から，{Vω(n)}n≥1 が m+ から一意に決まれば，{Vω(n)} は deterministicといえる．このた
めには逆スペクトル理論の結果を用いる必要があるが，詳細には立ち入らないこととする．

4 一般化Sturm-Liouville作用素
本講演では主に 1次元の離散型シュレーディンガー作用素を扱ってきた．その理由の一つ
は微分作用素の扱いに伴う解析的な面倒を避けるためであるが，もう一つは離散型モデルに
対しては典型的なランダム・ポテンシャルとして，独立かつ同分布な確率変数族から成る確
率場 {Vω(n)}n∈Z を設定できることである．このようなランダム・ポテンシャルの連続モデ
ルへの自然な拡張としてはホワイトノイズをポテンシャル項とするシュレーディンガー作用
素 −d2/dx2 +B′

ω(x) を考えることになるであろう．ただし B′
ω(x) は「関数」ではないので，

上記の「微分作用素」の意味づけがまず問題になるが，それは初等的な方法でできる．この
ような（ランダムまたはランダムでない）特異なポテンシャル項をもつシュレーディンガー
作用素については散発的に研究されているが，ランダム行列理論に関連して扱われる例もあ
るので，そろそろ基礎理論を整備すべき段階に来ているのかもしれない．
本節ではホワイトノイズ様のポテンシャル項をもつシュレーディンガー作用素（あるいは

Sturm-Liouville作用素）に関する今までの研究を簡単に紹介する．

１．筆者の知る限り，このような作用素が厳密に定式化されたのは Fukusima-Nakao [15]

に始まる．彼らは有界なBorel関数 h(x) から作られる作用素 Hh = −d2/dx2 + h′(x) を有限
区間 [a, b]においてDirichlet境界条件の下で定義するために，L2(a, b)における内積 ⟨u,Hhv⟩
を形式的な部分積分により h′(x) を含まない式に書き換えたもので 2次形式 Eh(a,b) を定義し
た．Eh(a,b) は下に有界かつ完全連続な閉対称形式となることが示され，それに対応する自己
共役作用素として Hh が定義される．h(x) をBrown運動の見本関数 Bω(x) (0 ≤ x ≤ ℓ) と
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し，ℓ → ∞ の極限を考えることにより −d2/dx2 + B′
ω(x) の integrated density of states が

求められた．

２．小谷氏 ([26]) 有限区間 [a, b] 上の有界変動関数 Q(t), M(t)（ただし M(t) は非減少関
数とする）に対して作用素

Lf = −(df+/dt)− fdQ

dM

をRadon-Nikodym微分を用いて定義した．さらにQ, MがLévy過程の見本関数である場合
に，Lに対する integrated density of statesが調べられている．

３．{Qω(t); −∞ < t < ∞} を Qω(0) = 0 なる時間的一様な Lévy 過程とする（見本関数
は必ずしも有界変動ではない）．筆者 [31] は作用素 Lω = −d2/dt2 + Q′

ω(t) (−∞ < t < ∞)

に意味を与えるために，方程式 Lωu = v を形式的な部分積分により Q′
ω(t) を含まない式に

書き換え，それにより Lω を L2(−∞,∞) における対象作用素として実現した．これが確率
1で自己共役になることは {Qω(t)} が shiftについてエルゴード的であることから導かれる．

４．Q ∈ L2
loc(R) とする．Savchuk-Shkalikov [42] は関数 y(x) に対して y[1](x) := y′(x)−

Q(x)y(x) をその “quasi-derivative”と呼び，Q′(x) を見かけ上消した式

Ly = −(y[1])′ −Qy[1] −Q2y

により L = −d2/dx2 +Q′(x) を定義した．

５．β-ensemble と呼ばれる有限点過程のスケール極限が

Hβ = − d2

dx2
+ x+

2√
β
B′
ω(t) , x ≥ 0

という形のシュレーディンガー作用素の固有値系列に一致するという結果がある ([39]) が
Hβ が L2(0,∞) における自己共役作用素として実現可能であることは認識されていなかっ
た．筆者は Fukushima-Nakao [15] にならって，L2(0,∞) における対称形式に対応する自己
共役作用素として Hβ を定義した．この結果と [32] を合わせると，ホワイトノイズと一様電
場をポテンシャルとするシュレーディンガー作用素 −d2/dx2+Fx+κB′

ω(x) (−∞ < x <∞)

が確率１で自己共役であることがわかる．

このような一般化 Sturm-Liouville作用素を研究することには次のような意義と興味があ
ると考えている．

(I) ホワイトノイズ様のランダムポテンシャルをもつシュレーディンガー作用素は，連続な
disordered systemの自然な理想化である．

(II) ラプラシアンの項 −d2/dx2 とポテンシャル項（例えば B′
ω(t)）が分離されないので，ポ

テンシャル項が通常の関数である場合には摂動の一般論に含まれてしまうような問題
が自明でなくなる．
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(III) スペクトル理論の技法と確率論の技法が密接に関連しながら結果を産み出す可能性が
ある．

(IV) stochastic Airy operator のように，離散モデルからの連続極限として得られる一般化
Sturm-Liouville作用素がある．その理解のためには，作用素の収束に伴ってスペクト
ル（固有値系列）が収束する，という極限定理の定式化が可能となるように Jacobi 行
列と一般化 Sturm-Liouville作用素を同時に含む枠組みを適切に設定できることが望ま
しい．
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[7] Carmona, R., Exponential localization in one dimensional 0disordered systems, Duke

Math. J., 49 (1982) 191–213

[8] Carmona, R., Random Schrödinger operators, in École d’Été de Probabilité de Saint-
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[13] Frölich, J., Martinelli, F., Scoppola, E., Spencer, T., Constructive proof of localization

in the Anderson tight binding model, Commun. Math, Phys., 101 (1985) 21-46
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5 Appendix: A note on Oseledec’s theorem

Consider a one-dimensional random Anderson model:

(hωψ)(n) = ψ(n− 1) + ψ(n+ 1) + Vω(n)ψ(n)

and the transfer matrix associated to the equation hωψ = Eψ:

Un(ω) = Sn(ω)Sn−1(ω) · · ·S1(ω) ,

Sn(ω) =

[
E − Vω(n) −1

1 0

]
.

Henceforth, we shall fix an energy value E and omit it from our notation. Here {Vω(n)}n is a

sequence of independent, identically distributed (i.i.d.) random variables (or more generally

an ergodic sequence of r.v.’s). Let us suppose for simpliciyt that {Vω(n)}n is bounded,

namely that there is a constant W such that |Vω(n)| ≤ W for all ω and n.
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Since detUn(ω) = 1, we have ∥Un(ω)∥ ≥ 1. Hence by sub-additive ergodic theorem, there

is a non-random constant γ ≥ 0 such that

lim
n→∞

1

n
log ∥Un(ω)∥ = γ (78)

holds with probability one. We assume γ > 0, which is actually the case of i.i.d. random

potential with a non-degenerate distribution.

From now on, we shall fix an ω for which (78) is true, and omit it from our notation. Let

us decompose Un = Un(ω) in the form

Un = LnDnKn ,

where Ln and Kn are 2×2 real orthogonal matrices and Dn is a diagonal matrix with positive

diagonal entries dn and d−1
n satisfying

lim
n→∞

1

n
log dn = γ .

Let us now prove that the sequence of matrices

[UT
n Un]

1/2n = KT
nD

1/n
n Kn

converges to a limit

Λ := KT

(
eγ 0

0 e−γ

)
K

with an orthogonal matrix K, and that if v is the eigenvector of Λ corresponding to the

eigenvalue e−γ, then

lim
n→∞

1

n
log ∥Unv∥ = −γ .

Here for a matrix A, AT denotes its transposition.

Lemma 1. Let KnK
T
n+k = (un,kij ). Then for anyM ≥ 1 and any δ ∈ (0, γ), one can choose

an N so large that

max{|un,k12 |, |u
n,k
21 |} ≤ e−(2γ−δ)n

holds for any n ≥ N and k = 1, · · · ,M .

Proof. From our assumption, there is a constant A ≥ 1 such that ∥Sj∥ ≤ A for any

j = 1, 2, · · ·. We can then choose an N such that as far as n ≥ N , we have

AM ≤ enδ/4 and
∣∣∣ 1
n
log dn − γ

∣∣∣ ≤ δ

4
.

The equality

Un+k = Sn+k · · ·Sn+1Un =: Tn,kUn

can be written as

Tn,kLnDnKn = Ln+kDn+kKn+k .
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From this, we obtain

Kn+kK
T
n = D−1

n+k(L
T
n+kTn,kLn)Dn (79)

and

KnK
T
n+k = D−1

n (LTnT
−1
n,kLn+k)Dn+k . (80)

If we let

C := LTn+kTn,kLn = (cij) , and C̃ := LTnT
−1
n,kLn+k = (c̃ij) ,

then all cij and c̃ij are bounded in absolute value by Ak ≤ AM ≤ enδ/4, for n ≥ N and

k = 1, · · · ,M .

Now from (80), we get

un,k12 = C̃12d
−1
n d−1

n+k ,

and hence for n ≥ N and k = 1, · · · ,M ,

|un,k12 | ≤ enδ/4e−n(γ−δ/4)e−(n+k)(γ−δ/4)

= e−(2γ−δ/2)ne
n
4
δ+ k

4
δ−kγ ≤ e−(2γ−δ)n .

Similarly we get

un,k21 = C12d
−1
n d−1

n+k

from (79), and |un,k21 | can be estimated in the same way as above.

Lemma 2. There is a constant B such that for any δ ∈ (0, γ), one can choose N so large

that for any n ≥ N and any k ≥ 1, one has

max{|un,k12 |, |u
n,k
21 |} ≤ Be−(2γ−δ)n .

Proof. In Lemma 1, let M > (log 2)/γ so that 2e−(2γ−δ)M < 1 for any δ ∈ (0, γ). For a

given k ≥ 1, let p ≥ 0 and 0 ≤ q < M be defined by k = pM + q. Then since

KnK
T
n+pM+q = (KnK

T
n+M)(Kn+MK

T
n+2M) · · · (Kn+pMK

T
n+pM+q) ,

we can write

un,pM+q
12 =

2∑
j1,···,jp=1

un,M1j1 u
n+M,M
j1j2 · · ·un+pM,q

jp,2 .

Now if (j1, j2, · · · , jp) is such that jk = 1 and jk+1 = · · · = jp = 2 for some 0 ≤ k ≤ p, then

since we have |un,kij | ≤ 1 in general and since we can choose an N according to Lemma 1 so

that

|un+kM,M
12 | ≤ e−(2γ−δ)(n+kM) , and |un+pM,q

12 | ≤ e−(2γ−δ)(n+pM)

holds for n ≥ N , we get the estimate

|un,M1j1 u
n+M,M
j1j2 · · · un+pM,q

jp,2 | ≤ e−(2γ−δ)(n+kM) .
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Noting that the number of the sequences (j1, · · · , jp) satisfying the condition stated above is

2k−1 for 1 ≤ k ≤ p, we can estimate

|un,pM+q
12 |

≤ e−(2γ−δ)n + e−(2γ−δ)(n+M) + · · ·+ 2p−2e−(2γ−δ)(n+(p−1)M) + 2p−1e−(2γ−δ)(n+pM)

= e−(2γ−δ)n
{
1 + e−(2γ−δ)M + 2e−(2γ−δ)2M + · · ·+ 2p−1e−(2γ−δ)pM

}
< e−(2γ−δ)n

{
1 + e−(2γ−δ)M

∞∑
j=0

(
2e−(2γ−δ)M

)j}

< e−(2γ−δ)n
{
1 +

e−(2γ−δ)M

1− 2e−(2γ−δ)M

}
< e−(2γ−δ)n

{
1 +

1

1− 2e−γM

}
.

Clearly un,pM+q
21 is bounded in the same way, and the assertion of the lemma holds with

B = 1 + 1/(1− 2e−γM) .

Let us turn to the proof of the assertion stated earlier. The space O of orthogonal 2 × 2

matrices is closed and bounded (i.e. compact). Hence from the sequence {Kn}, we can

extract a subsequence {Knj
}j which converges to a limit K ∈ O. Suppose {Kn′

i
}i is another

subsequence converging to a K̃ ∈ O. By Lemma 2, the (1, 2) and (2, 1) entry of Knj
KT
n′
i

is bounded by Be−(2γ−δ)nj , as far as N ≤ nj < n′
i. If we let n′

i → ∞ first, and then

nj → ∞, we see that KK̃T is equal to the identity matrix. Hence K = K̃. From these

considerations, we conclude that the sequence {Kn} itself converges to a limit K ∈ O, and

that if we let KnK
T = (unij), then |unij| ≈ e−2nγ for (i, j) = (1, 2), (2, 1). Hence as n → ∞,

UT
n Un = KT

nD
1/n
n Kn converges to a matrix Λ = KTDK, with a diagonal matrix D having eγ

and e−γ as diagonal entries. Let v be the eigenvector of Λ corresponding to the eigenvalue

e−γ. v is given by v = KTe2, with e2 = [0, 1]T . Now we can compute as follows:

∥Unv∥2 = ⟨Unv, Unv⟩ = ⟨LnDnKnK
T
n e2, LnDnKnK

T
n e2⟩

= ⟨e2, KKT
nD

2
nKnK

Te2⟩ = d2n(u
n
12)

2 + d−2
n (un22)

2 .

Since dn ≈ enγ, un12 ≈ e−2nγ, and un22 → 1 as n→ ∞, this gives ∥Unv∥2 ≈ e−2nγ as claimed.

Remark 1. Starting from a vector v, the direction of Unv should change frequently as

n changes. It seems that the information on the direction of Unv is contained in Ln, which

did not played any role in the discussion above.

Remark 2. Recall that after the application of sub-additive ergodic theorem, we could

fix an ω throughout. In other words, Oseledec’s theorem is, in a sense, a deterministic

(non-stochastic) result.

Remark 3. The above argument is due to

D. Ruelle: Ergodic theory of differentiable dynamical systems,

Publications mathémathiques de l’I.H.E.S., vol. 50 (1979), 27-58.
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Ruelle’s proof of Lemma 2 is incomprehensible to me. The present note is based on the

following lecture note, with minor modifications:

F. Ledrappier: Quelques propriétés des exposants caractéritiques,

École d’Été de Probabilité de Saint-Flour XII-1982, Lecture Notes in Mathematics 1097.

6 あとがき
本稿の 1節と 2節は 2010年 8月東京大学において開催された「Summer School 数理物理

2010: ランダム・シュレーディンガー作用素」の講演予稿に若干の修正を加えたものです．
３節と４節は今回書き起こしました．また，英文のAppendixは大槻東巳氏（上智大学）と
Keith Slevin氏（大阪大学）からの質問に答えるために 2010年 12月に作ったノートです．
筆者の研究が進んでいないために，全体的に古い話の紹介ばかりになってしまいましたが，
若い確率論研究者が今後このテーマに参入してくれることを期待します。
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