
ランダムシュレーディンガー作用素の
準位統計とその周辺

中野　史彦 ∗

概 要

ランダムシュレーディンガー作用素におけるこれまでの研究に
ついて概観した後, スペクトルのバルク近傍における準位統計の話
題を中心に解説する.
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1 概観
ランダムシュレーディンガー作用素 (RSO) は, 不純物を含む媒質中の
電子の挙動を調べることを動機として研究が始められたもので, 大まかに
は次の２つに分けられる.
(1) 離散モデル：

(H�)(n) :=
X

|y−x|=1

�(y) + V (x)�(x), � ∈ l2(Zd).
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ここで {V (n)}n∈Zd は i.i.d. である.
(2) 連続モデル：

(H )(x) := −△ (x) + V (x) (x),  ∈ L2(Rd).

V (x) はランダムポテンシャルで, 合金型：V (x) :=
P

n∈Zd anf(x− n), ポ
アソン型：V (x) :=

P
n∈Zd f(x − Xn), 及びこれらの変形がよく研究され

ている. ここで, f は適当な性質を満たす可測関数で、原子核が電子に及
ぼすポテンシャルを表し，{an}n∈Zd は i.i.d., {Xn} はポアソン点過程.

以下, これらのモデルについて行われてきた研究を概観する.

(1) スペクトル理論
(H が「可測に」定義されているところの）確率空間上にエルゴード的な
シフト T が存在し，H が T について共変的である場合には，次が成り
立つ. 「ある閉集合 ⌃(⊂ R) が存在して �(H) = ⌃, a.s. 更に閉集合 ⌃♯,
] = ac, sc, pp が存在して �♯(H) = ⌃♯, a.s., ] = ac, sc, pp. 」また，１次元
系においては精緻な一般論が構成されている [17].
(2) アンダーソン局在
ランダムポテンシャルに対する適当な仮定の元で, 次が成り立つ.
「ある区間 Iloc(⊂ ⌃) が存在して, 確率１において Iloc におけるHω のス
ペクトルは連続成分を持たず, 稠密に分布する固有値からなり, 対応する
固有関数は指数的に減衰する. 」
典型例では ⌃ はいくつかの閉区間の和集合からなるが, 例えば Iloc は
その区間端点近傍にとることができる. 証明には１次元的方法，グリーン
関数が指数減衰する確率の詳細評価による方法 (MSA), 及びグリーン関
数の分数モーメントの指数減衰による方法 (FMM) が知られている．ス
ケーリング理論 [3] に基づく予想は「(i) d = 1 ならば Iloc = �(H), (ii)
d = 2 ならば Iloc = �(H), (iii) d ≥ 3 ならば �ac(H) ∕= ∅ 」であるが, 現在
(i) 以外は未解決である.
(3) 累積状態密度
⇤ を（モデル (1), (2) に応じて）Zd の有限格子またはRd の立方体とし，
H⇤ をH を⇤ 上に制限してディリクレ境界条件を課したものとする. 確
率 1 で極限

N(E) := lim
|⇤|→∞

1

|⇤|
]{eivenvalues of H⇤ ≤ E}

がすべてのE ∈ R について存在し, 非減少かつ deterministic な関数とな
る1. N のことを Integrated Density of States(IDS), 対応するR 上

1ランダム行列理論での経験分布の漠収束に対応する.

2



のボレル測度 ⌫ のことをDensity of States Measure(DS) という. ラ
ンダムポテンシャルの有無に応じてN のE0 := inf �(H) 近傍での挙動は
大きく異なる.

N(E)
E↓E0∼

8
<

:
(E − E0)d/2 (V = 0)

exp
⇣
−c(E − E0)−d/2

⌘
(V ∕= 0)

V ∕= 0 のときのこの特異性は, 直観的には次のような議論により理解で
きる. 簡単のためE0 = 0 とする. H がE ∼ L−2 のオーダーの固有値を
持つためには, サイズ L の立方体上でランダムポテンシャルの値がその
平均値に比べ十分小さくなることが必要であるが, 大偏差原理によりその
確率は exp

⇣
−(const.)Ld

⌘
∼ exp

⇣
−(const.)E−d/2

⌘
のオーダーである. 連

続モデルでは, Donsker-Varadhan の大偏差原理を用いた精密な研究があ
り，f の遠方での減衰オーダーとN(E) のE ↓ E0 のときの挙動との関係
など興味深い結果が知られている [32].
(4) 準位統計
|⇤| が大きいとき, H⇤ の固有値は近似的にはN(E)|⇤| に従って分布して
いるが, その局所的なゆらぎを調べるのが目的である. 最近は１次元系,
または擬１次元系において, ランダム行列理論との関係を中心に議論され
ている.
(5) その他
量子ホール系（２次元定数磁場を持つランダムシュレーディンガー作用
素）におけるホール伝導度の導出, その位相不変量・フレドホルム指数と
の関係等が１９８０年代から１９９０年代にかけて研究されていたが, 近
年トポロジカル絶縁体の発見を契機に再び研究が活発化している.

文献：[28, 6, 1] は標準的なテキスト. [8, 16] は格子モデルを扱い (1)∼(3)
について解説した平易なレビュー．また，(3) については上木直昌氏によ
る解説記事 [32], (5) については [26] に 2014年頃迄の文献リストがある.

2 ランダムシュレーディンガー作用素の準位統計
2.1 d次元格子モデル
⇤ := ⇤L = {1, 2, · · · , L}d, {Ej(⇤)}|⇤|j=1 をH⇤ の固有値とする. スペク
トルの局在領域内部の元E0 ∈ I◦ を任意にとり2, E0 近傍でのH⇤ の固有

2E0 をReference energy と呼ぶ. 本稿では E0 を �(H) の内点にとる場合のみを
考え，エッジ近傍での準位統計は考えない.
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値のゆらぎを調べるために, 次の点過程を考える3.

⇠L(d�) :=
X

j

�|⇤|(Ej(⇤)−E0)(d�).

⇠L の L → ∞ のときの挙動を調べたい. N(E) をマクロ極限, limL→∞ ⇠L
をミクロ極限とみなすこともできる. 南就将氏 [22]は次の重要な結果を
証明した．
Theorem 2.1 [22]
n(E) := d

dE
N(E) とおく. E0 ∈ Iloc, 0 < n(E0) < ∞ ならば4,

⇠L
d→ Poisson(n(E0)d�).

E0 = inf �(H) のときは, unfolding された固有値のなす点過程を考える
ことで同様の結果が得られている [12].
対応する固有関数の分布を同時に調べるために, Rd+1 上のランダム測
度を次のように定義する.

⇠(J × B) := Tr (1B(x)1J(H)1B(x)), J ⊂ R, B ⊂ Rd.

ここで, 1B を l2(Zd) 上のかけ算作用素と見なしている. 以下，次の２つ
のスケーリングを考える．
Macroscopic scaling :

⇠L(J × B) :=
1

Ld
Tr (1LB(x)PJ(H)1LB(x)).

Microscopic scaling : reference energy をE0 として

⇠′L(J × B) := Tr (1LB(x)PE0+L�dJ(H)1LB(x)).

Theorem 2.2 [13, 23]
(1) ⇠L

v→ dN × dx, a.s.

(2) E0 ∈ Iloc, 0 < n(E0) < ∞ ならば, ⇠′L
d→ Poisson(n(E0)d�× dx).

Theorem 2.2(1) は固有状態が巨視的には空間上一様に分布していること
を意味し, IDS の存在定理の自然な表現と見なせる. 一方Theorem 2.2(2)
はTheorem 2.1 の（エネルギー×空間）直積空間への自然な拡張である.
実際, Theorem 2.2(2) の証明のアイデアは本質的に [22] によるもので, H
をH ∼ ⊕kHk と局所ハミルトニアンHk で近似しておいて, H の固有値
と⊕kHk のそれとの１対１対応を構成し, ポアソン収束定理を適用するこ
とにより行われる.

3強度を規格化するために
P

j �|⇤|(N(Ej)−N(E0)) を考えることもある. この操作を
unfolding と呼ぶ.

4正確には, E0 においてグリーン関数の指数減衰評価が成り立つと仮定する．
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Remark 2.3 Theorems 2.1, 2.2(2) の証明の鍵はMinami’s estimate と
呼ばれる次の評価である5.

E [N(⇤, J)(N(⇤, J) − 1)] ≤ (Const.)|⇤|2 · |J |2.

L2(Rd) 上の RSO においてはこの評価が未だ確立されておらず, 従って
得られているのは {⇠′L}L は相対コンパクトであり, その集積点は無限分
解可能であること迄である [24].

2.2 １次元系
2000年代後半頃から，Killip-Stoiciu[15], Valkó-Virág[33], Kritchevski-

Valkó-Virág[21] らにより，ベータアンサンブルのスケール極限, 及び減
衰項を持つCMV行列やシュレーディンガー作用素の準位統計の研究が行
われ始めた. 本節ではベータアンサンブルの極限について触れた後, １次
元連続モデルでの同種の研究 [18, 25, 19] を紹介する.

Circular �-ensemble (CβE) 単位円上の n 個の点 eiθ1 , · · · , eiθn , ✓ ∈
[−⇡,⇡) の分布密度関数を

P (✓1 ≤ ✓2 ≤ · · · ≤ ✓n) ∝ |△({eiθj})|β

と与えるものである6. そのスケーリング極限を次で定める.

⇣C
β

d
:= lim

n→∞

nX

j=1

�nθj .

Killip-Stoiciu [15] は ⇣C
β の特徴付けを次のように与えた. � > 0 を任意に

とり,  t(�) を次の SDE の解とする7.

d t(�) = �dt +
2√
�t

Re
h
(ei t(λ) − 1)dZt

i
,  0(�) = 0.

{ t(�)}λ>0 を共通の確率空間上で実現することにより, t を固定すると
� 2→  t(�) はランダムな増加関数になる. ✓ = unif.[0, 2⇡) を { t(�)}λ と
独立な [0, 2⇡)上の一様分布とするとき, ⇣C

β のアトムの集合は { −1
1 (2n⇡+

✓)}n∈Z と同分布になる.

5N(Λ, J) := ]{eigenvalues of H⇤ ∈ J}, J(⊂ R) : 区間.
6△({xj}) はヴァンデルモンドの行列式
7Zt は複素ブラウン運動
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Gaussian �-ensemble (GβE) 実軸上の n 個の点 �1, · · · ,�n の分布
密度関数を

P (�1 ≤ �2 ≤ · · · ≤ �n) ∝ exp

 

−�
4

nX

k=1

�2
k

!

|△({�j})|β

と与えるものである. そのバルクスケーリング極限は次で定められ, Sineβ-
process と呼ばれる8.

⇣G
β

d
:= lim

n→∞

nX

j=1

�√
4n−µ2

n(λj−µn)
.

Valkó-Virág [33]は ⇣G
β の特徴付けを次のように与えた. ↵t(�)を次のSDE

の解とする.

d↵t(�) = � · �
4
e−

�
4 tdt + Re

h⇣
eiαt − 1

⌘
dZt

i
, ↵0(�) = 0.

� > 0 ならば t 2→ ⌊↵t(�)/2⇡⌋ は非減少関数となり, a.s. で ↵∞(�) :=
∃ limt→∞ ↵t(�) ∈ 2⇡Z が存在する. 区間 (�1,�2] 上での Sineβ-process は
次のように与えられる.

⇣G
β (�1,�2]

d=
↵∞(�2) − ↵∞(�1)

2⇡
.

証明の方針は,これらの固有値分布を実現するランダムCMV行列 [14],ラ
ンダムジャコビ行列 [10] を考え,「Prüfer angle の離散版」のなすマルコ
フ連鎖のスケーリング極限を考察するというものである. 上記の２つの
SDE は密接に関連しているが, 特異性の有無や解の性質は異なっている.
一方，Valkó-Virág [34] は Sineβ をスペクトルに持つランダムディラック
作用素を構成している.

減衰ポテンシャルを持つ１次元連続系 t を空間変数とする L2(R) 上の
シュレーディンガー作用素を次のように考える.

H := − d2

dt2
+ a(t)F (Xt) on L2(R).

ここで, a(t) は減衰因子, F (Xt) はランダムポテンシャルを表す. a ∈
C∞(R) はなめらかな偶関数かつ t > 0 では単調減少とし，次を仮定する.

a(t) = t−α(1 + o(1)), t → ∞, ↵ > 0.
8右辺は {�k/

√
n} を状態密度

√
4 − �2d� を用いて unfolding して得られる点過程．

reference energy µn は TW 領域から離れていること：n1/6(2
√

n − |µn|) → ∞ を仮定
する.
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F はトーラスM 上の滑らかな関数F ∈ C∞(M)で，〈F 〉 :=
R
M F (x)dx =

0 を仮定する．{Xt}t∈R はM 上のブラウン運動である. ポテンシャル
a(t)F (Xt)は−d2/dt2 についてコンパクトであるから, �(H)∩ (−∞, 0)は
離散固有値からなる. �(H) ∩ [0,∞) については次の事実が知られている
[20].
(1) ↵ > 1/2 =⇒ �(H) ∩ [0,∞) は絶対連続
(2) ↵ < 1/2 =⇒ �(H) ∩ [0,∞) は点スペクトル
(3) ↵ = 1/2 =⇒ Ec ∈ [0,∞) が存在し, �(H) ∩ [0, Ec] は点スペクト
ル, �(H) ∩ [Ec,∞) は特異連続．

準位統計の問題を考えるために, H を有界区間 [0, L] 上に制限してディ
リクレ境界条件を課したものを HL := H|[0,L] とし, その正の固有値を
0 < En0(L) < En0+1(L) < · · · とおく. Reference energy E0 > 0 を任意に
とり, 次の点過程を考える9.

⇠L :=
X

n≥n0

�
L(
√

En(L)−
√

E0)
.

Theorem 2.4 [18, 25, 19]

(1) AC case : ↵ > 1/2 =⇒ ⇠L
d→ ⇠clock :=

P
n∈Z �nπ+θ, ∃✓ ∈ [0, ⇡)

(2) Critical Case : ↵ = 1/2 =⇒ ⇠L
d→ ⇣C

β , � = �(E0)

(2)’ Critical Case : ↵ = 1/2 =⇒ ⇠L
d→ ⇣G

β , � = �(E0)

(3) PP case : ↵ < 1/2 =⇒ ⇠L
d→ Poisson(d�/⇡)

Remark 2.5 [15] では CMV 行列について (1)(2)(3) が10，[21] では離
散シュレーディンガー作用素について (2’) がそれぞれ示されている. ま
た, (1) はより一般のジャコビ行列 [4] や連続系の合金モデル [7] につい
ても示されている.

↵ = 1/2 のとき, �(E0) はリアプノフ指数11 の逆数に等しい：�(E0) =
1/�(E0). �(E0) と �(H) ∩ [0,∞) との関係を図 1に示す.

�(E) はE について単調増加で limE↓0 �(E) = 0, limE↑∞ �(E) = ∞ で
あるから, 定理 2.4の系として ⇣C

β
d= ⇣G

β , ∀� > 0 が得られる. [34] ではこ
の事実のより見通しの良い別証明が両者の間のカップリングの構成によ
り行われている.

9H の IDS はN(E) = ⇡−1
√

E であることを考慮して，unfolding を行なった．
10[15] での (3) の証明は定理 2.1 の方法に基づいており，Prüfer angle を用いてMi-

nami’s estimate が示されている.
11ここでは、H� = E0� の解の減衰オーダーを �(x) ∼ |x|−γ(E0) の意味で表す指数。
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0 Ecp.p. s.c.

� < 2 � > 2� = 2

図 1: スペクトルと �(E0) との関係.

Remark 2.6
(1) Sineβ

β↑∞→ ⇠clock =
P

n∈Z �2nπ+unif [0,2π) であることは容易にわかる.

(2) Allez-Dumaz [2] は Sineβ
β↓0→ Poisson (d�/2⇡) を示している.

(3) Benaych-Georges-Péché [5], Trinh-Nakano[27] はGβE の n 点のなす
点過程 ⇠n において同様の問題を考え, n� = const という関係を保ちなが
ら n ↑ ∞, � ↓ 0 とするとき ⇠n

d→ Poisson(n(E0)d�) であることを示し
た. ここで, n(E0) は対応するジャコビ行列の状態密度.

定理 2.4の証明の方針は, やはりPrüfer angle の挙動を調べることである.
以下にその概略を説明する. xt を方程式HLxt = 2xt ( > 0) の解とし,
Prüfer 変数を用いて書き表す.

 
xt

x′
t/

!

= rt

 
sin ✓t()

cos ✓t()

!

, ✓0() = 0.

relative Prüfer phase  L(�) を次のように定義する.

 L(�) := ✓L(λ) − ✓L(0), 0 :=
q

E0, λ := 0 +
�

L
.

✓L(0) = m(0, L)⇡+�(0, L), m(0, L) ∈ Z, �(0, L) ∈ [0, ⇡) と書くと,
スツルムの振動定理により, ⇠L のアトムのなす集合はn
 −1

L (n⇡ − �(0, L))
���n ≥ n(L) − m(0, L)

o
に等しい. よって, この問

題は (�L(�),�(0, L))の同時分布の挙動を調べることに帰着される. Lの
代わりに n と書いて, 次のスケーリングを考える.  (n)

t (�) := ✓nt(λ) −
✓nt(0), n > 0, t ∈ [0, 1]. ✓t() の満たす積分方程式により,

 (n)
t (�) ∼ �t +

1

20
Re

Z nt

0
a(s)

⇣
e2iθs(κ�) − e2iθs(κ0)

⌘
F (Xs)ds.

伊藤の公式から導かれる関係式 [20]

e2iκsF (Xs)ds = d(e2iκsgκ(Xs)) − e2iκs∇gκ(Xs)dXs

gκ := (L + 2i)−1F, L : generator of {Xs}
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を用いて部分積分を繰り返すと,

 (n)
t (�) ∼ �t + n

1
2−α 1

20
Re

Z t

0
s−α(e2i 

(n)
s (λ) − 1)∇gκdXs.

あとは第二項の挙動を調べれば良いが, (1
2 − ↵) の正負に応じて次のよう

になる.
(1) AC case (↵ > 1

2) :  (n)
t (�) → �t, a.s.

(2) Critical Case (↵ = 1
2) :  (n)

t (�)
d→  t(�) : solution to SDE,

(3) PP case (↵ < 1
2) :  (n)

t (�)
d→ Poisson jump process 12.

2.3 その他の話題
(1) Random Band Matrices : ランダムジャコビ行列（局在系）とラ
ンダム行列（非局在系）との間をつなぐモデルとして考案されたもので,
１次元系において各サイトから距離W 以内の点にランダムなホッピング
を許すものである. N をシステムサイズ, W = O(Nα) (0 < ↵ < 1) とお
いたとき, 物理学者により「固有関数は ↵ < 1/2 のときに局在, ↵ > 1

2 の
ときに非局在」と予想されている [11]. 現時点では ↵ < 1/8 ならば局在
することが証明され [30], 最近になって ↵ > 1/2 ならば ⇠L の相関関数が
GUE のそれに収束することが示されたようである [31].

(2) Shape of eigenvectors : 固有関数の漸近形をより具体的に求め
る研究が critical coupling constant を持つ１次元格子上のランダムシュ
レーディンガー作用素 [29], ホワイトノイズをポテンシャルに持つ１次元
連続系 [9]において最近なされており, 大変興味深い.
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