
Gauss膜モデルの漸近挙動について

坂川 博宣 (慶應義塾大学) ∗

概 要

∆ϕモデルと呼ばれる膜/界面の確率モデルにおいて相互作用ポテンシャルを 2次関数と取った
場合に現れる格子上の Gauss確率場 (Gauss膜モデル)に対し，その定義と基本的な性質，および
現在までに行われている研究を紹介する．

1 はじめに

異なる複数の相が共存している状況で現れる相分離界面の確率モデルの研究は統計力学に関連し

た確率論における主要な話題の一つであるが，1990年代後半から非常に盛んに研究が行われてきた

確率モデルとして∇ϕ界面モデルが挙げられる．これは d次元正方格子上の Gibbs確率場で，界面

の高さを表す変数 ϕに対し相互作用が∇ϕ（∇は離散 gradient）から定まり，エネルギーが (形式的

に)次の形で与えられる．

H(ϕ) =
∑
x∈Zd

V (∇ϕx)

V は相互作用ポテンシャルである．特に V が 2次関数の場合は対応するGibbs測度は d次元正方格子

上の離散 Gauss自由場に一致し，このことから Gauss確率場やランダムウォークの研究にも深く関

連して発展してきた．一方で，半屈曲性膜 (semi-flexible membrane)や半屈曲性高分子 (semi-flexible

polymer)と呼ばれるものでは，∇ϕモデルのように相互作用が界面の傾きだけから決まるのではな
くその曲率も考慮に入れる必要があり，エネルギーが (形式的に)次の形で与えられる．

H(ϕ) =
∑
x∈Zd

{
κ1V1(∇ϕx) + κ2V2(∆ϕx)

}
(1.1)

ここで V1, V2 は相互作用ポテンシャルであり，∆は Zd 上の離散 Laplacianを表す．パラメーター

κ1 > 0 は lateral tension, κ2 > 0 は bending rigidityと呼ばれる量である (cf. [20], [26], [27], [31],

etc.). 特に κ1 > 0 かつ κ2 = 0の場合は ∇ϕ モデルに一致し，κ1 = 0 かつ κ2 > 0の場合は ∆ϕ モ

デルと呼ばれる．雑に言って∇ϕ モデルでは界面のエネルギーが微視的な界面 ϕの表面積から定ま

るのに対し，∆ϕ モデルでは膜の表面積が保存されエネルギーが ϕの曲率によって定まる状況を考え

ている.

∆ϕ モデルにおいても相互作用ポテンシャルが 2次関数の場合は対応する Gibbs測度は特別な共

分散行列を持つ Gauss確率場となる．このモデルは∇ϕモデルとの類似性を多く持つ一方でモデル
特有の技術的な困難があり，その研究は∇ϕモデルと比べて遅れている．以下，Section 2ではモデ

ルの定義を与え，その基本的な性質を説明する．Section 3, 4では様々な外場を加えた場合の場の振

る舞いについて現在までに行われている研究を紹介する．また，d = 1の場合は∆ϕモデルは集積ラ

ンダムウォーク (integrated random walk)として表すことができ，Gauss確率場の研究とは毛色が

変わってくるが，1次元の場合の特性を用いることにより様々な結果が知られている．これについて
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は Section 5で簡単に紹介する．以下では C,C ′などは考えている系のサイズ (N とする)に依らない

正定数を表し, 場所によって変わるものとする (他のパラメーターには依存することもある).

2 モデルの定義と基本的性質

まずは記号を準備する．∆ = {∆(x, y)}x,y∈Zd を Zd 上の離散 Laplacianとする．その核は

∆(x, y) =


1
2d |x− y| = 1 のとき

−1 x = y のとき

0 それ以外のとき

で与えられ，関数 f : Zd → Rに対し (∆f)(x) :=
∑
y∈Zd

∆(x, y)f(y), x ∈ Zd と定義する．また，集合

Λ ⊂ Zd と k ∈ Nに対し，Λ の幅 k の外部/内部境界を次で定義する．

∂+k Λ = {x /∈ Λ; |y − x| ≤ k for some y ∈ Λ}

∂−k Λ = {x ∈ Λ; |y − x| ≤ k for some y /∈ Λ}

幅 1のときは単に ∂+Λ := ∂+1 Λ, ∂−Λ := ∂−1 Λ と書き，Λ := Λ ∪ ∂+Λと定める.

いま，d次元正方格子 Zd上の配置 ϕ = {ϕx}x∈Zd ∈ RZd

を d次元超平面 Zdから見た d+1次元空

間内の膜/界面の高さを表す変数と解釈し，Λ ⋐ Zdに対し次で与えられるエネルギー（Hamiltonian）

を考える．

H∆
Λ (ϕ) =

∑
x∈Zd

V (∆ϕx)
∣∣∣
ϕ≡0 on Λc

=
∑
x∈Λ

V (∆ϕx)
∣∣∣
ϕ≡0 on ∂+

2 Λ
(2.1)

V : R → Rは相互作用ポテンシャルであり，Λの外側には 0-境界条件を課している．また，一般性

を失うことなく V (0) = 0は仮定してよい．∆ϕモデルは対応する RΛ 上の有限領域 Gibbs 測度とし

て以下で定義される．

PΛ(dϕ) =
1

ZΛ
exp

{
−H∆

Λ (ϕ)
}∏
x∈Λ

dϕx (2.2)

ここで，dϕx (x ∈ Zd) はR上の Lebesgue測度を表し，ZΛは正規化定数である．∇ϕモデルのような
最近接相互作用を持つモデルとの違いとして，このモデルでは距離 2のMarkov性を持ち，外部条件と

してΛの外側の距離 2までの配置が影響を与えることに注意する．特に，A,B ⊂ Λが dist(A,B) > 2

を満たすならば {ϕx}x∈A と {ϕx}x∈B は条件付き測度 PΛ( · |σ({ϕx;x /∈ A∪B}))の下で独立となる．
以下, Section 4の終わりまで相互作用ポテンシャルが 2次関数 V (r) = 1

2r
2 の場合を考える．この

とき，Hamiltonian (2.1)を変形すると次が成り立つ．

H∆
Λ (ϕ) =

1

2

∑
x∈Λ

(∑
y∈Λ

∆(x, y)ϕy

)(∑
z∈Λ

∆(x, z)ϕz

)
=

1

2

∑
y∈Λ

∑
z∈Λ

∆2(y, z)ϕyϕz (2.3)

=
1

2
⟨ϕ, ∆2

Λϕ⟩Λ

⟨ · , · ⟩Λ は l2(Λ)内積である．∆2 = ∆∆は Zd × Zd 行列の積であり∆2
Λ は∆2の Λ×Λへの制限を

表す．同様に∆Λは ∆の Λ×Λへの制限を表す. 特に∆2
Λ ̸= (∆Λ)

2であることに注意しておく．こ

の式から相互ポテンシャルが 2次関数で 0-境界条件の場合は有限 Gibbs測度 PΛ は平均 (ベクトル)

0, 共分散行列 (∆2
Λ)

−1 を持つ Λ 上の Gauss場に他ならないことが分かる．これは Gauss膜モデル

(Gaussian membrane model, 以下 GMMと略記)と呼ばれる.
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注意 2.1. Gibbs測度の定義 (2.2)においては H∆
Λ (ϕ)ではなく βH∆

Λ (ϕ) (β > 0は逆温度)を考える

方が自然かもしれないが，ポテンシャルが 2次関数の場合は簡単な変数変換
√
βϕ↔ ϕを行えば定数

倍の違いがあるだけなので β = 1と考える．2次関数の係数についても同じである．

注意 2.2. ∇ϕモデルにおいて相互ポテンシャルが 2次関数で 0-境界条件を課したHamiltonianは次

で与えられる．

H∇
Λ (ϕ) :=

1

8d

∑
{x,y}∩Λ̸=∅
|x−y|=1

(ϕx − ϕy)
2
∣∣∣
ϕ≡0 on ∂+Λ

=
1

2
⟨ϕ, (−∆Λ)ϕ⟩Λ (2.4)

最後の等号は部分和の公式による．従って対応する有限Gibbs測度は平均 0, 共分散行列 (−∆Λ)
−1を

持つ Λ 上のGauss場となる．これは離散Gauss自由場 (discrete Gaussian free field, 以下DGFFと

略記) と呼ばれ，次の相関関数のランダムウォーク表現が成り立つことがよく知られている (cf. [16,

Chapter 8], [17, Section 3], etc.)．

(−∆Λ)
−1(x, y) = Ex

[ ∞∑
n=0

I(Sn = y, n < τΛ)
]

(2.5)

ここで {Sn}n≥0 は Zd上の単純ランダムウォークであり, Px,Ex は出発点を x ∈ Zd としたときの分
布，期待値を表す．τA = inf{n ≥ 0;Sn /∈ A} は A ⊂ Zd からの脱出時刻である．

∆2(x, y) は x ̸= y のとき正と負の両方の値を取り得るため，(2.3)より分かる重要な性質として

PΛは強磁性的もしくは反強磁性的なスピン系ではないということが挙げられる．特に格子上のスピ

ン系の解析での基本的な道具である FKG不等式などの相関不等式や，確率場の単調性の成立条件

(cf. [19, Appendix B], etc.) を PΛは満たさない．また，格子上のGauss場の解析の道具として有用

な相関関数のランダムウォーク表現もDGFFの場合と異なり成立しない (cf. [18, Chapter13]). これ

らのことから GMMは DGFFと比べて数学的に非常に扱いにくいモデルであるといえる．

以下では Λ = ΛN := [−N,N ]d ∩ Zd の場合は PΛN
を PN , ∆ΛN

を ∆N のように添え字を単に N

と書くものとする．まずランダムウォーク表現 (2.5)より (−∆N )−1の振る舞いとして次がよく知ら

れている (cf. [25, Proposition 6.3.5]).

(−∆N )−1(0, x) =


N + 1− |x| d = 1 のとき

C2(logN − log(|x|+ 1)) +O(|x|−1) d = 2 のとき

Cd(|x|2−d −N2−d) +O(|x|1−d) d ≥ 3 のとき

Cd > 0は次元にのみ依存した定数である．これより d ≥ 3の場合はN → ∞のとき

(−∆N )−2(0, 0) =
∑
x∈ΛN

((−∆N )−1(0, x))2 ≍ C
N∑
r=1

rd−1
( 1

rd−2

)2
= C

N∑
r=1

r−d+3

であり，同様の計算が d = 1, 2 でもできる．(−∆N )−2 に対してはより詳しい評価が可能であり，

(−∆N )−2 と (∆2
N )−1 を比較することにより次が成り立つ (cf. [24, Section 4])．

命題 2.1.

VarPN (ϕ0) = (∆2
N )−1(0, 0) =

 G+O(N4−d) d ≥ 5 のとき

8
π2 logN +O(1) d = 4 のとき
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C−N
4−d ≤ VarPN (ϕ0) ≤ C+N

4−d d = 1, 2, 3 のとき

ここで G := (−∆)−2(0, 0)であり，これは d ≥ 5のとき有限となる．また，C−, C+は次元に依存し

た (異なる)正定数である．

注意 2.3. d = 2, 3における (∆2
N )−1のより詳しい評価が最近Müller-Schweiger [29]によって与えら

れているが，いずれにせよ d = 2, 3では VarPN
(ϕ0)の正確な振る舞いは証明されていない．

この評価より PN の下で，d ≥ 5のときはN → ∞ としても分散が有限なので場は局在 (localized)で

あるといい，d ≤ 4ではN → ∞のとき分散が発散するので場は非局在 (delocalized)であるという．

d ≥ 3のときのGMMの分散の振る舞いは d−2次元でのDGFFの分散の振る舞いに一致する (cf. [16],

[17])．また，命題 2.1より d ≥ 5の場合のみ対応する無限領域 Gauss測度 Q∞ ∼ N (0, (−∆)−2)が

存在し，更に次の DLR方程式も成立する (cf. [32, Section 2]). 任意の Λ ⋐ Zd に対し

Q∞
(
·
∣∣ FΛc

)
(ψ) = PψΛ ( · ) for Q∞- a.e. ψ

ただし A ⊂ Zdに対し FA := σ({ϕx;x ∈ A})と定め，PψΛ は有限 Gibbs測度の定義 (2.1), (2.2)で境

界条件を ψ ∈ R∂
+
2 Λと取ったものである．Q∞の大きな特徴としては，場の相関関数の減衰が多項式

オーダーであり長距離相関を持つことが挙げられる．これによって場が独立，もしくは相関関数が指

数的減衰を示すような場合とは異なる様々な現象が現れる．

命題 2.2 ([32]). d ≥ 5とする．ある定数 γd > 0が存在して次が成り立つ．

lim
|x|→∞

(−∆)−2(0, x)

|x|4−d
= γd

注意 2.4. Gauss確率場に対するFKG不等式成立のためにはその相関関数が常に非負となることが必

要十分条件であることがよく知られている (cf. [30]). d ≥ 3のとき (−∆)−1は存在し，Zd上の単純ラ
ンダムウォークのGreen関数で表せるため各成分は常に正であり，d ≥ 5のときQ∞の下では, 任意

の x, y ∈ Zd に対し CovQ∞(ϕx, ϕy) = (−∆)−2(x, y) =
∑
z∈Zd

(−∆)−1(x, z)(−∆)−1(z, y) ∈ (0,∞) と

なり FKG不等式は成立する．一方で有限領域のGauss測度 PΛ ∼ N (0, (∆2
Λ)

−1)の下では，Λ ⋐ Zd

の形によって (∆2
Λ)

−1(x, y)が正，負両方の値をとることがあり得る．つまり∆ϕモデルでは相互作

用ポテンシャルが 2次関数で d ≥ 5の無限領域Gibbs測度を考える場合のみ FKG不等式の成立が保

証されている．

次節以降ではGMMで様々な外場を加えた場合に場の局在/非局在がどのように変化するかという問

題を考える．

3 ピンニングポテンシャルによる局在化

ここではピンニング (pinning)と呼ばれる場を高さ 0の周りに引きつけるような非常に弱い力を加

えたときに場が局在化するかという問題について考える．一般に，自己ポテンシャル U : R → R を
加えた有限 Gibbs測度は次で定義される．

PUΛ (dϕ) =
1

ZUΛ
exp

{
−H∆

Λ (ϕ)−
∑
x∈Λ

U(ϕx)
}∏
x∈Λ

dϕx (3.1)
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ZUΛ は正規化定数である．ここでは角井戸型ピンニングとよばれるポテンシャルU1(r) = −bI(|r| ≤ a)

(a ≥ 0, b ≥ 0)を考え，対応する Gibbs測度と分配関数 (正規化定数) PU1

Λ , ZU1

Λ をそれぞれ P a,bΛ ，

Za,bΛ と書く. また，δ-ピンニングと呼ばれるモデルを次で定義する．

P̃ εΛ(dϕ) =
1

Z̃εΛ
exp

{
−H∆

Λ (ϕ)
}∏
x∈Λ

(εδ0(dϕx) + dϕx)

δ0は点 0における Dirac測度であり，ε ≥ 0はピンニングの強さを表すパラメーターである．Z̃εΛ は

正規化定数を表す．特に P̃ εΛ は P a,bΛ において関係 2a(eb − 1) = εを保って a → 0, b → ∞と極限を
取った弱収束極限として得られることに注意する．このとき以下が成り立つ．

定理 3.1. d ≥ 1とする．任意の a ≥ 0, b ≥ 0, ε ≥ 0に対し自由エネルギー

F (a, b) := lim
N→∞

1

|ΛN |
log

Za,bN
ZN

, F̃ (ε) := lim
N→∞

1

|ΛN |
log

Z̃εN
ZN

が存在し，次が成り立つ．

(a) d = 1のとき. ある εc > 0が存在して，任意の ε > εc に対し F̃ (ε) > 0, かつ任意の 0 ≤ ε ≤ εc

に対し F̃ (ε) = 0が成り立つ．また，任意の a > 0に対し，ある bc = bc(a) > 0が存在して任意

の b > bc に対し F (a, b) > 0, かつ任意の 0 ≤ b ≤ bc に対し F (a, b) = 0が成り立つ．

(b) d ≥ 2のとき. 任意の ε > 0に対し F̃ (ε) > 0となる．また，任意の a > 0, b > 0に対しF (a, b) > 0

となる．

この結果は δ-ピンニングで d = 1の場合は Caravenna-Deuschel [9]による．それ以外の場合は Sak-

agawa [35]による．また，Sakagawa [33]でも d ≥ 4における δ-ピンニングの場合について論じて

いる．この結果から自由エネルギーが正か 0かという意味において，GMMでは d = 1の場合のみ

ピンニングの強さによって局在/非局在の相転移が起き，d ≥ 2ではその強さに関わらず少しでもピ

ンニング効果が加わると場が局在化されることが分かる．特に d ≥ 3の時，GMMの分散の挙動は

DGFFの d− 2次元の場合に対応する．DGFFでピンニングを加えた場合は任意の d ≥ 1で常に局

在化することが知られており (cf. [37, Section 5]), このことからGMMでは d ≥ 3ではピンニングを

加えれば常に局在化することが類推される．定理 3.1で最も興味深いのは d = 1, 2の場合である．特

に d = 2ではその大きな揺動に関わらず少しでもピンニングを加えれば場が局在化する．

次に，ピンニングの効果が加わった点の密度の期待値を

ρN (a, b) :=
1

|ΛN |
EP

a,b
N

[
|{x ∈ ΛN ; |ϕx| ≤ a}|

]
ρ̃N (ε) :=

1

|ΛN |
EP̃

ε
N
[
|{x ∈ ΛN ;ϕx = 0}|

]
で表すと

1

|ΛN |
log

Za,bN
ZN

=
1

|ΛN |

∫ b

0

∂

∂b′
logZa,b

′

N db′ =

∫ b

0

ρN (a, b′)db′

1

|ΛN |
log

Z̃εN
ZN

=
1

|ΛN |

∫ ε

0

d

dε′
log Z̃ε

′

Ndε
′ =

∫ ε

0

1

ε′
ρ̃N (ε′)dε′

が成り立つ．このことと定理 3.1および ρN , ρ̃N の単調性を組み合わせると次の意味での局在化の表

現が得られる．
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系 3.1. (a) d = 1 のとき．ある εc > 0 が存在して，任意の ε > εc に対し lim inf
N→∞

ρ̃N (ε) > 0, か

つ任意の 0 ≤ ε < εc に対し lim
N→∞

ρ̃N (ε) = 0が成り立つ．また，任意の a > 0 に対し，ある

bc = bc(a) > 0が存在して任意の b > bc に対し lim inf
N→∞

ρN (a, b) > 0, かつ任意の 0 ≤ b < bc に対

し lim
N→∞

ρN (a, b) = 0 が成り立つ．

(b) d ≥ 2のとき. 任意の ε > 0に対し lim inf
N→∞

ρ̃N (ε) > 0 となる．また，任意の a > 0, b > 0に対し

lim inf
N→∞

ρN (a, b) > 0 となる．

定理 3.1の証明についてであるが，自由エネルギーの存在は場が距離 2のMarkov性を持つことを

用いた優加法性の議論によって示される．以下では [35]に従って d ≥ 2で角井戸型ピンニングを加

えた場合に自由エネルギーが正となることのおおまかな証明を与える．

定理 3.1の証明の概略

まず基本的なアイデアとして ϕ場と ∇ϕ場の両方に質量項を加えて場を局在化させるような “正質

量”モデルを導入する．m ≥ 0に対し，

HN,m(ϕ) = H∆
N (ϕ) + 2m2H∇

N (ϕ) +
1

2
m4

∑
x∈ΛN

(ϕx)
2

で与えられるHamiltonian を考え，自己ポテンシャル U : R → Rを持つ対応する有限領域Gibbs測

度を以下で定義する．

PUN,m(dϕ) =
1

ZUN,m
exp

{
−HN,m(ϕ)−

∑
x∈ΛN

U(ϕx)
} ∏
x∈ΛN

dϕx

ZUN,m =

∫
RΛN

exp
{
−HN,m(ϕ)−

∑
x∈ΛN

U(ϕx)
} ∏
x∈ΛN

dϕx

また，自己ポテンシャルを加えない場合は PN,m, ZN,m と書く．いま自己ポテンシャルを U1(r) =

−bI(|r| ≤ a)と取り，任意のm ≥ 0, U に対し ZUN,m ≤ ZUN が成り立つことに注意すると

F (a, b) := lim
N→∞

1

|ΛN |
log

ZU1

N

ZN

≥ lim inf
N→∞

1

|ΛN |
log

ZU1

N,m

ZN

≥ lim inf
N→∞

1

|ΛN |
log

ZU1

N,m

ZN,m
+ lim inf

N→∞

1

|ΛN |
log

ZN,m
ZN

(3.2)

と自由エネルギーは下から評価できる．右辺の第 1項は正質量モデルでピンニングを加えた場合の

自由エネルギーであり，第 2項は 0以下の量でこれが質量項を加えたコストに対応する．

(3.2)の第 1項は Jensenの不等式から

log
ZU1

N,m

ZN,m
= logEPN,m

[
exp

{
−

∑
x∈ΛN

U1(ϕx)
}]

≥ b
∑
x∈ΛN

PN,m(|ϕx| ≤ a) (3.3)

と評価できる．いま，PN,mについて考えるが，H
∆
Λ (ϕ)の変形として前述のものの他に次が成り立つ．

H∆
Λ (ϕ) =

1

2

∑
x∈Λ

(∆ϕx)
2
∣∣∣
ϕ≡0 on ∂+

2 Λ

=
1

2

∑
x∈Λ

(∑
y∈Λ

∆(x, y)ϕy

)(∑
z∈Λ

∆(x, z)ϕz

)
+

1

2

∑
x∈∂+Λ

(∑
y∈Λ

∆(x, y)ϕy

)(∑
z∈Λ

∆(x, z)ϕz

)
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=
1

2
⟨ϕ, (−∆Λ)

2ϕ⟩Λ +BΛ(ϕ)

ここで，

BΛ(ϕ) =
1

2

∑
x∈∂+Λ

( 1

2d

∑
y∈Λ

|x−y|=1

ϕy

)2

であり，特に Λ = ΛN の場合は

BN (ϕ) =
∑

x∈∂−ΛN

rN (x)

8d2
(ϕx)

2

ただし，rN (x) = |{y ∈ ∂+ΛN ; |y−x| = 1}|である．(2.4)と合わせると質量項を加えたHamiltonian

HN,m(ϕ)は

HN,m(ϕ) =
1

2
⟨ϕ, (−∆N )2ϕ⟩N +BN (ϕ) +m2⟨ϕ, (−∆N )ϕ⟩N +

1

2
m4⟨ϕ, ϕ⟩N

=
1

2
⟨ϕ, (m2IN −∆N )2ϕ⟩N +BN (ϕ)

と変形できる．IN は ΛN ×ΛN 単位行列である. つまり PN,m は平均 0, 共分散行列 (m2IN −∆N )−2

をもつRΛN 上のGauss測度に対しΛN の内部境界上だけに 2次ポテンシャルを加えて得られるGauss

測度となる．そこで以下のように RΛN 上の Gauss測度を定義する．

QN,m(dϕ) =
1

ΞN,m
exp

{
−1

2
⟨ϕ, (m2IN −∆N )2ϕ⟩N

} ∏
x∈ΛN

dϕx

ΞN,mは正規化定数である．また，Q∞,m を共分散行列 (m2I −∆)−2 を持つ RZd

上のGauss測度と

する．I は Zd × Zd 単位行列である．特にQ∞,mはm > 0の時は任意の d ≥ 1で存在し，m = 0の

時は d ≥ 5でのみ存在することに注意する. いま，Brascamp-Lieb 不等式と (m2IN −∆N )−1 が N

について非減少なことを用いれば，任意の x ∈ ΛN に対し

VarPN,m
(ϕx) ≤ VarQN,m

(ϕx) ≤ VarQ∞,m(ϕ0)

が成り立つ．X を平均 0の正規分布に従う確率変数としたとき P (|X| ≤ a)はX の分散に対し単調

減少なので (3.3)と組み合わせると

lim inf
N→∞

1

|ΛN |
log

ZU1

N,m

ZN,m
≥ bQ∞,m(|ϕ0| ≤ a)

を得る．

次に (3.2) の第 2項の評価であるが，まず前述の考察から

lim inf
N→∞

1

|ΛN |
log

ZN,m
ZN

≥ lim inf
N→∞

1

|ΛN |
log

ΞN,m
ΞN,0

(3.4)

を示すことができる．ΞN,m は平均 0, 共分散行列 (m2IN −∆N )−2 を持つ Gauss測度の分配関数な

ので

ΞN,m = (2π)
|ΛN |

2

√
det((m2IN −∆N )−2) = (2π)

|ΛN |
2 det

(
(m2IN −∆N )−1

)
であり，(m2IN −∆N )−1 は死亡率が m2

m2+1 で ΛN の外側でDirichlet境界条件のついた Zd 上の単純
ランダムウォークの Green関数に等しいため，次のランダムウォーク表現が成り立つことが知られ

ている (cf. [6, section 4.1], [16, Chapter 8]).

log ΞN,m =
1

2
|ΛN | log(2π)− |ΛN | log(m2 + 1) +

∑
x∈ΛN

∞∑
n=1

1

n

( 1

m2 + 1

)nPx(Sn = x, n < τΛN )

これを用いて評価を行うと次が示せる．
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補題 3.1. 次元のみに依存した定数 Cd, C̃d > 0 が存在して次が成り立つ．

(a)

lim sup
N→∞

{
− 1

|ΛN |
log

ΞN,m
ΞN,0

}
≤ Jd(m) :=


Cdm(1 + o(1)) d = 1 のとき

Cdm
2| logm|(1 + o(1)) d = 2 のとき

Cdm
2(1 + o(1)) d ≥ 3 のとき

(b)

max
x∈ΛN

VarQN,m
(ϕx) ≤ VarQ∞,m(ϕ0)

= σ2
d(m) :=


C̃dm

−4+d(1 + o(1)) d = 1, 2, 3 のとき

C̃d| logm|(1 + o(1)) d = 4 のとき

C̃d(1 + o(1)) d ≥ 5 のとき

ここで，o(1)はm ↓ 0のとき 0に収束する量を表す．

すると，(3.4)と補題 3.1より任意のm > 0に対し次を得る．

lim inf
N→∞

1

|ΛN |
log

ZN,m
ZN

≥ −Jd(m)

以上をまとめると

F (a, b) := lim
N→∞

1

|ΛN |
log

ZU1

N

ZN
≥ bQ∞,m(|ϕ0| ≤ a)− Jd(m)

≥ 2ab√
2πσ2

d(m)
e
− a2

2σ2
d
(m) − Jd(m)

ここで補題 3.1より d ≥ 2の場合は m ↓ 0 のとき 1√
σ2
d(m)

≫ Jd(m) であり，a > 0, b > 0ならば

m > 0を十分小さくとれば F (a, b) > 0 となることが分かる．

続いて Hamiltonian (1.1)に対応する ∇ϕと ∆ϕの両方からエネルギーが定まるモデルを考える．

κ1 > 0, κ2 > 0を固定し，Λ ⋐ Zd に対し

HΛ(ϕ) := κ1H
∇
Λ (ϕ) + κ2H

∆
Λ (ϕ) (3.5)

と定める．H∆
Λ (ϕ), H∇

Λ (ϕ) はそれぞれ (2.1), (2.4)で定義された Hamiltonianである．自己ポテン

シャル U : R → R と δ-ピンニングを加えた RΛN 上の Gibbs測度の分配関数は以下で定義される．

ZU
N =

∫
RΛN

exp
{
−HN (ϕ)−

∑
x∈ΛN

U(ϕx)
} ∏
x∈ΛN

dϕx

Z̃ε
N =

∫
RΛN

exp
{
−HN (ϕ)

} ∏
x∈ΛN

(εδ0(dϕx) + dϕx)

また，ZN := Z0
N = Z̃0

N を外場を加えない場合の Gibbs測度の分配関数とする．このとき次が成り

立つ．
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定理 3.2. 自己ポテンシャル U1(r) = −bI(|r| ≤ a)を考える．任意の a ≥ 0, b ≥ 0, ε ≥ 0に対し自

由エネルギー

F(a, b) := lim
N→∞

1

|ΛN |
log

ZU1

N

ZN
, F̃(ε) := lim

N→∞

1

|ΛN |
log

Z̃ε
N

ZN

が存在し, 任意の d ≥ 1, a > 0, b > 0, ε > 0に対し F(a, b) > 0, F̃(ε) > 0 となる．

この結果は d = 1 で δ-ピンニングの場合は Borecki-Caravenna [8]によって示されており，それ以外

の場合は [35]による．特にこのモデルでは任意の d ≥ 1で少しでもピンニング効果を加えると場が

局在化され, これは DGFFの場合と同じである．直感的に言うと，∇ϕから定まるエネルギーが小
さければ，自動的に ∆ϕから定まるエネルギーは小さくなる．従って Hamiltoian (3.5)に対応する

Gibbs測度の下ではH∇
Λ (ϕ)の方がH∆

Λ (ϕ)を支配すると考えられ，結果としてH∇
Λ (ϕ)のみのモデル

と同様の振る舞いとなる．

自由エネルギーの正値性による局在化の表現に引き続いて期待されるのが，場の分散や共分散の

評価といった高さ変数 ϕに関する局在/非局在の特徴付けであるが，GMMで得られている結果は非

常に限られている．現在までにきちんと証明されているのは Bolthausen-Cipriani-Kurt [5] による

d ≥ 5で δ-ピンニングを加えた場合には場の相関関数が指数的減衰をするという次の評価のみである．

定理 3.3 ([5]). d ≥ 5, ε > 0とする．ある C1 = C1(d, ε) > 0, C2 = C2(d, ε) > 0が存在して任意の

x, y ∈ ΛN に対し, |EP̃
ε
N [ϕxϕy]| ≤ C1e

−C2|x−y| が成り立つ．

DGFFでは対応する結果が Bolthausen-Velenik [7]などで示されているが (cf. [37, Section 5])，以下

では 2つのモデルにおける証明の違いを簡単に説明したい．いま，任意の可測関数 f : RZd → Rに
対し，

EP̃
ε
N
[
f
]
=

1

Z̃εN

∫
f(ϕ) exp

{
−HN (ϕ)

} ∏
x∈ΛN

(εδ0(dϕx) + dϕx)
∏
x/∈ΛN

δ0(dϕx)

=
∑
A⊂ΛN

ε|A| 1

Z̃εN

∫
f(ϕ) exp

{
−HN (ϕ)

} ∏
x∈ΛN\A

dϕx
∏

x∈A∪Λc
N

δ0(dϕx)

=
∑
A⊂ΛN

ε|A|ZΛN\A

Z̃εN
EPΛN\A

[
f
]

特に A = AN (ϕ) := {x ∈ ΛN ;ϕx = 0}をランダムなピン留め領域とすると A ⊂ ΛN に対し，

P̃ εN
(
A = A

)
= ε|A|ZΛN\A

Z̃εN
=: ζεN (A)

これより

EP̃
ε
N
[
ϕxϕy] =

∑
A⊂ΛN

ζεN (A)EPΛN\A
[
ϕxϕy] (3.6)

と表現できる．ここまでは∇ϕモデル, ∆ϕモデルどちらでも成立する．

DGFFの場合

共分散のランダムウォーク表現より

EP
∇
ΛN\A

[
ϕxϕy] = (−∆ΛN\A)

−1(x, y) = Ex
[∑
n≥0

I(Sn = y, n < τΛN\A)
]
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(3.6)と組み合わせると

EP̃
ε,∇
N

[
ϕxϕy] =

∑
n≥0

Ex
[
I(Sn = y, n < τΛN )ζεN (A ∩ S[0,n] = ϕ)

]
ただし，S[0,n] := {Sk; 0 ≤ k ≤ n}とする．ここで P̃ εN の下でのピン留め領域の分布 {ζεN (A);A ⊂ ΛN}
は次のように Bernoulli測度と比較ができる (cf. [7]): νρ をパラメーター ρ ∈ (0, 1)を持つ Zd 上の
Bernoulli測度とする．νρ の下では A = A(σ) := {x ∈ Zd;σx = 1} (σ = {σx}x∈Zd ∈ {0, 1}Zd

)と

する．このとき，任意の ε > 0に対し，ある ρ± = ρ±(d, ε) > 0が存在して任意の B ⊂ ΛN に対し

νρ−(A∩B = ϕ) ≤ ζεN (A∩B = ϕ) ≤ νρ+(A∩B = ϕ) が成り立つ．以上から相関関数の評価として

EP̃
ε,∇
N

[
ϕxϕy] ≤

∑
n≥0

Ex
[
I(Sn = y)(1− ρ+)

|S[0,n]|
]

が得られ，結果としてランダムウォークの問題に帰着される．

GMMの場合

GMMでも d ≥ 5ではピン留め領域の分布と Bernoulli測度の比較は可能である．一方で，共分散

EP
∆
ΛN\A

[
ϕxϕy] = (∆2

ΛN\A)
−1(x, y) のランダムウォーク表現は成立しない．そこで [5] の証明では

各 x ∈ ΛN に対し，関数 Zd ∋ y 7→ GNA (x, y) := (∆2
ΛN\A)

−1(x, y) が次の bi-Laplacian に対する

Dirichlet問題 ∆2GNA (x, y) = δ(x, y) y ∈ ΛN \A のとき

GNA (x, y) = 0 y ∈ A ∪ ΛcN のとき
(3.7)

の解であることを利用している．解の適当な離散 Sobolevノルムの解析的評価とパーコレーションの

議論を組み合わせることで，(Bernoulli測度に従う) ランダムな Dirichlet境界条件を加えた場合に

(3.7)の解が高確率で指数的減衰することを示し，結果として相関関数の指数的減衰を証明している．

4 エントロピー的反発およびその他の話題

続いてピンニングの反対に高さ 0 のレベルに固い壁が置かれ，場が正に条件付けられた場合の

振る舞いについて考える．集合 A ⊂ Zd に対し Ω+(A) := {ϕ ; ϕx ≥ 0 ∀x ∈ A} と定義する．問
題とするのは PN ( · |Ω+(ΛN )) の下での場の挙動であり，これは (3.1) で自己ポテンシャルとして

U(r) = ∞ · I(r < 0) と取った場合に対応する．この問題は DGFFに対しては非常に詳しく調べら

れているが (cf. [19], [17], [37])，GMMに対しても対応する結果がかなり得られている．

まず, 最初のステップとして調べるべきは Ω+(ΛN )の実現確率であるが，その振る舞いは次元に応

じて大きく異なる．いま，D ⊂ Λ := [−1, 1]d を区分的に滑らかな境界を持ち dist(∂D,Λc) ≥ δ > 0

を満たす領域とし，DN := ND ∩ Zd と定義する．このとき次が成り立つ．

定理 4.1. (a) d ≥ 5のとき

lim
N→∞

1

Nd−4 logN
logPN

(
Ω+(DN )

)
= −4GCap∆Λ (D)

ここで G := (−∆)−2(0, 0)(∈ (0,∞))であり，

Cap∆Λ (D) = inf
{ 1

(2d)2

∫
Λ

|∆cf(r)|2dr; f ∈ H2
0 (Λ), f ≥ 1D

}
H2

0 (Λ) = {f ∈ H2(Rd); f = 0 on Λc}

∆c は Rd 上の連続な Laplacianである．

10



(b) d = 4のとき

lim
N→∞

1

(logN)2
logPN

(
Ω+(DN )

)
= −8γCap∆Λ (D)

ここで γ := 8
π2 である．

(c) d = 2, 3のとき

0 < ε < 1とする．ある δ = δ(ε) > 0と C = C(ε) > 0が存在して，任意の N ∈ Nと x ∈ ΛεN

に対し次が成り立つ．

PN
(
ϕy ≥ 0 ∀y ∈ ΛδN (x)

)
≥ C

ここで ΛδN (x) := x+ ΛδN .

この結果は，d ≥ 5の場合は Kurt [22], Sakagawa [32], d = 4の場合は Kurt [23], d = 2, 3の場合は

Sakagawa [34] による．また，d = 1の場合は次節で触れる．GMMの持つ長距離相関によって ΛN

の内部 DN で常に場が正となる確率は，場が独立もしくは相関が弱い場合と比べ非常に大きくなる

ことに注意する．

注意 4.1. PN の下で Ω+(ΛN )でなく Ω+(DN )を考えるのは 0-境界条件による影響を避けるためで

ある．境界付近では境界条件の影響で場の相関は弱いと考えられ，上の結果と合わせると d ≥ 2では

PN (Ω+(ΛN )) ≈ e−CN
d−1

と予想されるが，FKG不等式が成り立たないという技術的な困難により

これは証明されていない．また，d = 2, 3の場合の結果が PN (Ω+(DN )) ≥ C > 0 よりも弱い主張と

なっているのも同じ理由による．

定理 4.1を用いることで PN ( · |Ω+(ΛN ))の下での場の挙動としては次が成り立つことが知られて

いる (cf. [22], [32], [23])．

定理 4.2. ϕεN (x) := 1
|ΛεN (x)|

∑
y∈ΛεN (x)

ϕy とおく．任意の 0 < ε < 1, δ > 0に対し次が成り立つ．

(a) d ≥ 5のとき

lim
N→∞

sup
x:ΛεN (x)⊂DN

PN

(∣∣ϕεN (x)− 2
√
2G

√
logN

∣∣ ≥ δ
√
logN

∣∣ Ω+(DN )
)
= 0

(b) d = 4のとき

lim
N→∞

sup
x:ΛεN (x)⊂DN

PN

(∣∣ϕεN (x)− 2
√
2γ logN

∣∣ ≥ δ logN
∣∣ Ω+(DN )

)
= 0

特に

EPN
[
max
x∈ΛN

ϕx
]
=

O(
√
logN) d ≥ 5のとき

O(logN) d = 4のとき

であり，命題 2.1と合わせると定理 4.2によって場を正に条件付けると場がEPN
[
max
x∈ΛN

ϕx
]
と同じオー

ダーまで持ち上げられることが分かる．この現象はエントロピー的反発と呼ばれる．また，d = 1, 2, 3

においては EPN
[
max
x∈ΛN

ϕx
]
と

√
VarPN (ϕ0)が同じオーダーであり，エントロピー的反発は起こらな

い (cf. [34])．
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その他の多次元における GMMの研究は限られているが，以下のようなものが挙げられる．

• 2次元の DGFFは相関関数の挙動が log関数で与えられ，そのフラクタル的な構造から極値

の研究が非常に盛んに行われているが (cf. [4]), Cipriani [12]は GMMで対応する 4次元の場

合の極値に対し部分的な結果を得ている．また，Chiarini-Cipriani-Hazra [11]では d ≥ 5での

GMMや，d ≥ 3での DGFFの極値の揺動について調べている．

• Cipriani-Dan-Hazra [13]では格子上の離散 Gauss膜モデルのスケール極限について調べ，連

続な Gauss膜モデルに対応する Rd 上の Gauss確率場への (適当な意味での)収束について論

じている．特に d ≥ 4では極限として分数階 Gauss場 (cf. [28])が現れる．

• Kurt [24]では一般の狭義凸な相互作用ポテンシャルを持つ非Gauss的な∆ϕモデルに対し，エ

ントロピー的反発の問題を考えている．

5 1次元の場合

相互作用ポテンシャル V を持ち，0-境界条件を課した∆ϕモデルは d = 1のときは次で定義される．

PN (dϕ) =
1

ΞN
exp

{
−

N∑
x=0

V (∆ϕx)
}N−1∏
x=1

dϕx δ0(dϕ−1)δ0(dϕ0)δ0(dϕN )δ0(dϕN+1)

ΞN は正規化定数である．次に，適当な確率空間 (Ω,F ,P)上で {Xn}n≥1を独立同分布に従う実数値確

率変数列でそれぞれの分布が P(X1 ∈ dx) = 1
Z e

−V (x)dxで与えられるものとする．ここで，Y0 := 0,

Z0 := 0, Yn :=
n∑
i=1

Xi, Zn :=
n∑
i=1

Yi =
n∑
i=1

(n− i+ 1)Xi, n ≥ 1 と定めると {Yn}n≥0 は原点を出発点

とする 1次元ランダムウォークであり，{Zn}n≥0 は原点を出発点とし，{Yn}n≥0 から定まる集積ラ

ンダムウォークとなる．このとき次が成り立つ．

命題 5.1. 任意の A ∈ B(RN−1)に対し

PN
(
{ϕx}1≤x≤N−1 ∈ A

)
=P

(
{Zi}1≤i≤N−1 ∈ A

∣∣ ZN = 0, ZN+1 = 0
)

これより d = 1における∆ϕモデルは (ピン留めされた) 集積ランダムウォークとして表されること

がわかる．1次元の場合は多次元の場合と異なり多くの結果が一般の相互作用ポテンシャル (ただし

対称性や，モーメントの条件などはある程度仮定する) に対し得られている．前節までの問題に対応

する結果としては以下のようなものが挙げられる．

ピンニング

1 次元の場合は 2 点続けて条件を付けるとその左側と右側の場が独立になることから特に δ-ピン

ニングを考える場合はMarkov性が利用しやすく，再生理論が有効な解析手法となる．Caravenna-

Deuschel [9], [10]では 1次元の∆ϕモデルで δ-ピンニングを加えた場合に起こるピンニング転移や，

δ-ピンニングと高さ 0の壁を両方加えた場合に起こる濡れ転移についてスケール極限による特徴づけ

など非常に詳細な解析を行っている．また，Adams-Kister-Weber [1]は δ-ピンニングに加えて，境

界条件 ϕ−1 = αN2 − βN , ϕ0 = αN2, ϕN = α′N2, ϕN+1 = α′N2 + β′N を課し，高さ方向に 1
N2 倍，

(1次元の)空間方向に 1
N 倍にスケーリングしたパスに対する大偏差原理を証明している．左右両端

の境界条件 2つずつとピンニングの強さの 5つのパラメーターがあり，パラメーターの取り方に応じ

てレート汎関数のminimizerの数が 1つから 5つの間で変化する．
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エントロピー的反発

1 次元の確率過程が例えば時刻 [0, T ] の間ずっと一定の値以上となる確率の T → ∞ での漸近挙
動は，生存確率 (survival probability), または持続確率 (persistence probability) の問題などと呼

ばれ古典的な問題であるが，現在でも活発に研究されている (cf. [3])．集積ランダムウォークに対

するこの問題は Sinai [36]に端を発するが，最近の結果としては右側の境界条件を付けない場合は

Dembo-Ding-Gao [14]によって上下からの評価

CN− 1
4 ≤ P(Zi ≥ 0 1 ≤ ∀i ≤ N − 1) ≤ C ′N− 1

4

が示され，更には Denisov-Wachtel [15]によってN → ∞での正確な漸近挙動

lim
N→∞

N
1
4P(Zi ≥ 0 1 ≤ ∀i ≤ N − 1) = C ∈ (0,∞)

が証明された．また∆ϕモデルに直接対応する両端に 0-境界条件を付けた場合については Aurzada-

Dereich-Lifshits [2]によって 1次元単純ランダムウォークから定まる集積ランダムウォークの場合

には

CN− 1
2 ≤ P(Zi ≥ 0 1 ≤ ∀i ≤ N − 1 | ZN = ZN+1 = 0) ≤ C ′N− 1

2

が示されている．[34]では任意の ε ∈ (0, 1)に対し，ある C = C(ε) > 0が存在して

PN
(
ϕi ≥ 0 − (1− ε)N ≤ ∀ i ≤ (1− ε)N

)
≥ C

となることを示している．∆ϕモデルに関連する他の 1次元の結果としては Hryniv-Velenik [21]で

は PN の下で関数型中心極限定理 (ただし，場を高さ方向には 1

N
3
2
倍，(1次元の)空間方向に 1

N 倍に

スケーリングする) を示し，それを用いて上下に壁を置いて場に制限を加えた場合の自由エネルギー

を求めている．
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