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問題設定と初期の結果

ϕ = {ϕx}x∈Zd ∈ RZd : Zd 上の確率場　

P : Ω := RZd 上の ϕの分布

E≥h=E≥h(ϕ) := {x ∈ Zd;ϕx ≥ h} : 高さ h以上のレベル集合

問題

事象 {0 ≥h←→∞} の実現確率は？

η(h) := P (0
≥h←→∞)

h∗ = h∗(d) := inf{h ∈ R; η(h) = 0} ∈ [−∞,∞]
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問題設定と初期の結果
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問題設定と初期の結果

注意 1

ϕ = {ϕx}x∈Zd が i.i.d.

⇒ パラメーター ρ = P (ϕ0 ≥ h)の Zd 上の
Bernoulli site percolation と同じ

確率場 ϕが独立でない場合を考えたい

定理 1 (Molchanov-Stepanov (1983))

以下の条件が成り立つならば h∗ <∞

任意の有限連結集合A ⋐ Zd に対し

P
(
ϕx ≥ h ∀x ∈ A

)
≤ Ce−α|A|

C,αはAに依らない正定数で，h ↑ +∞のとき α = α(h) ↑ +∞
かつC = C(h) < +∞を満たすもの(
∵ Peierls argument

)
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問題設定と初期の結果

Q. 定理 1の条件はいつ成り立つか？

ϕ = {ϕx}x∈Zd : Zd 上の Gauss確率場とする

∀h > 0に対し

P (ϕx ≥ h ∀x ∈ A) ≤ P
( 1

|A|
∑
x∈A

ϕx ≥ h
)

≤ exp
{
−

h2|A|2

2Var
( ∑
x∈A

ϕx
)} (1)

(
∵ Gaussian tail estimate : P (Z ≥ h) ≤ e−

h2

2σ2 for Z ∼ N (0, σ2)
)
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問題設定と初期の結果

正質量 Gauss自由場の場合

ϕ = {ϕx}x∈Zd ∼ N (0, (m2I −∆)−1) (m > 0)

I : Zd × Zd 単位行列, ∆ : Zd 上の離散 Laplacian

補題 1

d ≥ 1とする．ある定数C1 = C1(d,m), C2 = C2(d,m) > 0が存
在して, 任意の x ∈ Zd に対し

0 < E
[
ϕ0ϕx

]
≤ C1e

−C2|x|

∵ RW表現 : E
[
ϕ0ϕx

]
=

∑
n≥0

( 1

m2 + 1

)n
E0

[
I(Sn = x)

]
これより任意のA ⋐ Zd に対しVar

(∑
x∈A

ϕx
)
≤ C|A|

(1)と合わせれば定理 1の条件が成立し，従って h∗ <∞となる
また，対称性を考えると h∗ > −∞もいえる
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問題設定と初期の結果

零質量 Gauss自由場 (DGFF)の場合

ϕ = {ϕx}x∈Zd ∼ N (0, (−∆)−1)

補題 2

d ≥ 3とする．ある定数C1 = C1(d) > 0が存在して次が成り立つ．
|x| → ∞のとき，

E
[
ϕ0ϕx

]
∼

C1

|x|d−2

∵ RW表現 : E
[
ϕ0ϕx

]
=

∑
n≥0

E0

[
I(Sn = x)

]
これよりΛN := [−N,N ]d ∩ Zd に対し，

lim
N→∞

1

Nd+2
Var

( ∑
x∈ΛN

ϕx

)
= C ∈ (0,∞)

(1)と合わせると P (ϕx ≥ h ∀x ∈ ΛN) ≤ exp
{
−C′h2|ΛN |1−

2
d

}
この評価からは定理 1の条件は言えない．
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問題設定と初期の結果

注意 2

DGFFに対しては定理 1の条件は成立しない．

Bolthausen-Deuschel-Zeitouni (1995)では次が示されている．

任意の d ≥ 3, h ∈ Rに対し

lim
N→∞

1

Nd−2 logN
P
(
ϕx ≥ h ∀x ∈ ΛN

)
= −2GCap([−1, 1]d)

ここで

G = (−∆)−1(0, 0) ∈ (0,∞)

Cap([−1, 1]d)

= inf
{ 1

2d

∫
Rd
|∇cf(r)|2dr; f ∈ H1(Rd), f ≥ 1[−1,1]d

}
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問題設定と初期の結果

以後 ϕ = {ϕx}x∈Zd ∼ N (0, (−∆)−1) (d ≥ 3) に対し考える

定理 2 (Bricmont-Lebowitz-Maes (1987))

h∗(3) <∞かつ任意の d ≥ 3に対し h∗(d) ≥ 0

注意 3

h∗ ≥ 0は

対称性，平行移動不変性，1-step Markov性，FKG不等式, ( + α )

を満たす Zd 上の確率場 {ϕx}x∈Zd に対し成立
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問題設定と初期の結果

Proof of h∗ ≥ 0.

h > 0とする．ある ε = ε(h) > 0が存在して

1

2
+ ε < P

(
ϕ0 ≥ −h

)
≤ P

(
0

≥−h←→ ∂+ΛN
)
+ P

(
ϕ0 ≥ −h, 0

≥−h↮ ∂+ΛN
)

C<−h
max : 高さ< −hの maximal contour とすると FKG不等式より

(第 2項) =
∑

Γ⊂ΛN

P
(
ϕ0 ≥ −h

∣∣ C<−h
max = Γ

)
P
(
C<−h

max = Γ
)

≤
∑

Γ⊂ΛN

P
(
ϕ0 ≥ −h

∣∣ ϕ ≡ −h on Γ
)
P
(
C<−h

max = Γ
)

≤
1

2

以上より，任意のN ≥ 1に対し P
(
0

≥−h←→ ∂+ΛN
)
≥ ε > 0
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Rodriguez-Sznitman (2013)の結果

定理 3 (Rodriguez-Sznitman (2013))

任意の d ≥ 3に対し h∗(d) <∞かつある h0 > 0が存在して任意の
d:十分大に対し h∗(d) ≥ h0

また，P の平行移動不変性と相関関数G(x, y) := (−∆)−1(x, y)が
|x− y| → ∞のとき 0に減衰することから場の混合性が成り立ち，
これより次の 0-1法則が成り立つ

定理 4 (Rodriguez-Sznitman (2013))

d ≥ 3のとき次が成立する．

P
(
E≥hが無限クラスターを含む

)
=

{
1 h < h∗のとき
0 h > h∗のとき

更に h < h∗ のとき P -a.s.でE≥h の中の無限クラスターは１つ
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Rodriguez-Sznitman (2013)の証明のアイデア

h∗ <∞について

DGFFの難しい点↔ 場の長距離相関

命題 1 (Popov-Ráth (2015))

d ≥ 3とする．

A ∩B = ϕ, dist(A,B) ≥ max{diam(A),diam(B)}
を満たす任意の有限集合A,B ⋐ Zd に対し次が成り立つ．

sup
f,g

{
CovP (f(ϕ), g(ϕ))

}
≍

(
cap(A)cap(B)

) 1
2(

dist(A,B)
)d−2

ここで，sup
f,g
は f, g : RZd → [0, 1]で

f はFA-可測な関数，gはFB-可測な関数に対し取る．
FA := σ({ϕx;x ∈ A}) (A ⊂ Zd)
cap(A) :=

∑
x∈A

Px(H̃A = +∞) : Aの容量
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Rodriguez-Sznitman (2013)の証明のアイデア

ΛN := [−N,N ]d ∩ Zd に対しては

C−N
d−2 ≤ cap(ΛN) ≤ C+N

d−2

ΛN(x) := x+ ΛN (x ∈ Zd)
f : Ω→ [0,∞) : FΛN (x)-可測有界関数

g : Ω→ [0,∞) : FΛN (y)-可測有界関数

と取り，|x− y| = MN (M > 2を固定)とすると

命題 1 ⇒ CovP (f(ϕ), g(ϕ)) ≤
C

Md−2

N →∞としてもこれは 0に収束しない!
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Rodriguez-Sznitman (2013)の証明のアイデア

命題 2 (Decoupling inequality)

d ≥ 3, A,B ⋐ Zd, A ∩B = ϕ

f : Ω→ [0,∞) : FA-可測有界関数
任意の h ∈ R, γ > 0に対し次が成り立つ．

EP
[
f · 1Ωh

+
(B)

]
≤ EP

[
f
]
P
(
Ωh−γ+ (B)

)
+ ∥f∥∞|B| exp

{
−

γ2

4 max
x∈A,y∈B

G(x, y)

}

ここでΩh+(A) := {ϕx ≥ h ∀x ∈ A} (A ⊂ Zd, h ∈ R)

注意 4

f :単調非減少のときは FKG不等式により次の下からの評価が成立

EP
[
f · 1Ωh

+
(B)

]
≥ EP

[
f
]
P
(
Ωh+(B)

)
15 / 43



Rodriguez-Sznitman (2013)の証明のアイデア

特に前述の設定のように dist(A,B) ≥MN として f = 1Ωh
+
(A) と

取れば任意の γ > M−d
2+1 に対し

P
(
Ωh+(A)

)
P
(
Ωh+(B)

)
≤ P

(
Ωh+(A) ∩ Ωh+(B)

)
≤ P

(
Ωh+(A)

)
P
(
Ωh−γ+ (B)

)
+ |B|e−CN

d−2

DGFFにおいて事象Ωh+(A)を考えたとき，

パラメーターを少しだけ変えるとその相関が大きく変わる

注意 5

命題 2はもう少し一般化可能

Ωh+(B)↔ σ
({

1{ϕx≥h};x ∈ B
})

-可測増加事象 でよい

Decoupling inequality⇒ renormalization argument が可能

(ただしこの不等式の利用は delicate (sprinkling argument))
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Rodriguez-Sznitman (2013)の証明のアイデア

定理 5 (Rodriguez-Sznitman (2013))

d ≥ 3とする．

1 h∗∗ = h∗∗(d) := inf
{
h ∈ R; ∃α> 0に対し

lim
N→∞

NαP (ΛN
≥h←→ ∂+Λ2N) = 0

}
と定義すると，h∗∗(d) <∞.

2 任意の h > h∗∗(d)に対しある正定数C1, C2 > 0, ρ ∈ (0, 1)

が存在して任意のN ≥ 1に対し

P (0
≥h←→ ∂+ΛN) ≤ C1e

−C2N
ρ

が成り立つ．

特に定義より h∗ ≤ h∗∗ であり，結果として任意の d ≥ 3に対し

h∗(d) <∞がわかる．
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Decoupling inequality の証明

A,B ⋐ Zd, A ∩B = ϕ, f : Ω→ [0,∞) : FA-可測有界関数
Λ ⋐ Zd, Λ ⊃ A,B を取り，PΛ ∼ N (0, (−∆Λ)

−1)とする

EPΛ
[
f · 1Ωh

+
(B)

]
= EPΛ

[
f · EPΛ

[
1Ωh

+
(B)

∣∣FA]]
= EPΛ

[
f(ϕ) · PΛ

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ)]
示したいこと

高確率で PΛ

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ) は PΛ

(
Ωh−γ+ (B)

)
に “近い”

Key idea

DGFFのMarkov性 : A ⊂ Λ ⊆ Zd に対し
DGFF on Λ \A with ψ-boundary condition on A

d
= harmonic extension of ψ to Λ \A

+ DGFF on Λ \A with 0-boundary condition on A
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Decoupling inequality の証明

直交分解 : ϕx = EPΛ
[
ϕx

∣∣FA](ϕ) + (
ϕx − EPΛ

[
ϕx

∣∣FA](ϕ))
に対し次が成り立つ

mA
x (ϕ) := EPΛ

[
ϕx

∣∣FA](ϕ)
=

∑
y∈A

ϕyPx
(
SHA∪Λc

= y
)

= Ex
[
ϕ(SHA);HA < HΛc

]
ここでHC := inf{n ≥ 0;Sn ∈ C}

注意 6

{mA
x (ϕ)}x∈Zd は次の Dirichlet問題の一意解となる

∆m(x) = 0 x ∈ Λ \A
m(x) = ϕ(x) x ∈ A
m(x) = 0 x ∈ Λc
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Decoupling inequality の証明

{
ϕx − EPΛ

[
ϕx

∣∣FA](ϕ)}x∈Zd under PΛ

(
·
∣∣FA)(ϕ)

d
= N (0, (−∆Λ\A)

−1)

(A ∪ Λc 上では a.s.で 0．条件 {ϕy}y∈A にはよらない)

{
mA
x (ϕ)

}
x∈Zd と

{
ϕx − EPΛ

[
ϕx

∣∣FA](ϕ)}x∈Zd は独立

いま，

ϕ = {ϕx}x∈Zd , ϕ̃ = {ϕ̃x}x∈Zd : indep. copy

ϕ ∼ PΛ, ϕ̃ ∼ P̃Λ (= N (0, (−∆Λ)
−1))

ϕ = {ϕx}x∈Zd ∼ PΛ\A = N (0, (−∆Λ\A)
−1), ϕ, ϕ̃ と独立

とする
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Decoupling inequality の証明

ここで γ > 0として

(ϕ, ϕ̃) ∈ E :=
{
(ϕ, ϕ̃);mA

x (ϕ̃)−m
A
x (ϕ) ≥ −γ, ∀x ∈ B

}
が与えられたとすると

(注. E は σ({ϕx;x ∈ A})⊗ σ({ϕ̃x;x ∈ A})-可測)

PΛ

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ) = PΛ\A
(
ϕx +mA

x (ϕ) ≥ h, ∀x ∈ B
)

≤ PΛ\A
(
ϕx +mA

x (ϕ̃) ≥ h− γ, ∀x ∈ B
)

= P̃Λ

(
ϕ̃x ≥ h− γ, ∀x ∈ B

∣∣FA)(ϕ̃)
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Decoupling inequality の証明

これより，

EPΛ⊗P̃Λ

[
f(ϕ)PΛ

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ)1E(ϕ, ϕ̃)
]

≤ EPΛ⊗P̃Λ

[
f(ϕ)P̃Λ

(
ϕ̃x ≥ h− γ, ∀x ∈ B

∣∣FA)(ϕ̃)1E(ϕ, ϕ̃)
]

≤ EPΛ
[
f
]
PΛ

(
Ωh−γ+ (B)

)
以上を組み合わせれば次が得られる．

EPΛ
[
f · 1Ωh

+
(B)

]
= EPΛ⊗P̃Λ

[
f(ϕ)PΛ

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ)(1E(ϕ, ϕ̃) + 1Ec(ϕ, ϕ̃)
)]

≤ EPΛ
[
f
]
PΛ

(
Ωh−γ+ (B)

)
+ ∥f∥∞PΛ ⊗ P̃Λ(Ec)

PΛ ⊗ P̃Λ(Ec)の評価はmA
x (ϕ) の RW表現 + Gaussian tail による
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Rodriguez-Sznitman (2013)の証明のアイデア

h∗ > 0 (d : 十分大)について

Key idea

2-scale decomposition of DGFF

G(x, y) := (−∆)−1(x, y) = Ex
[∑
n≥0

I(Sn = y)
]
より，

d→∞のときG(x, y) ≈ δ(x, y)

⇒ d : 十分大に対し

DGFF ϕ
d
= (i.i.d. Gaussian field ψ) + (small perturbation ξ)

ψ-場の level set percolation は Bernoulli site percolation と比較可能

d : 十分大のとき，ξ-場にはMolchanov-Stepanovの定理の議論可能
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h∗, h∗∗について

h∗(d) := inf
{
h ∈ R;P (0

≥h←→∞) = 0
}

h∗∗(d) := inf
{
h ∈ R; ∃α> 0に対し

lim
N→∞

NαP (ΛN
≥h←→ ∂+Λ2N) = 0

}
h∗ = h∗∗ と予想されるが未解決

定理 6 (Drewitz-Rodriguez (2015))

lim
d→∞

h∗(d)√
2G log d

= lim
d→∞

h∗∗(d)√
2G log d

= 1

定理 7 (Drewitz-Prévost-Rodriguez (2018))

任意の d ≥ 3に対し h∗(d) > 0
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断絶確率の漸近挙動

M > 1を固定

AhN =
{
ϕ ∈ RZd ; ΛN

≥h↮ ∂+Λ[MN ]

}
: ΛN から ∂+Λ[MN ] への E≥h の最近接パスが存在しない

lim
N→∞

P (AhN) =

{
1 h > h∗∗ のとき
0 h < h∗ のとき

Q. P (AhN)のN →∞での振る舞い？
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断絶確率の漸近挙動

定理 8 (Sznitman (2015), Nitzschner (2018))

d ≥ 3とする．
1 任意の h ≤ h∗∗ に対し

lim
N→∞

1

Nd−2
logP

(
AhN

)
≥ −

1

2
(h∗∗ − h)2Cap([−1, 1]d)

2 ある h ≤ h∗(≤ h∗∗)が存在して，任意の h ≤ hに対し

lim
N→∞

1

Nd−2
logP

(
AhN

)
≤ −

1

2
(h− h)2Cap([−1, 1]d)

注意 7

hについて分かっているのは h > −∞のみ．h ≥ 0すら不明
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断絶確率の漸近挙動

D ⊂ Λ := [−1, 1]d : 区分的に滑らかな境界を持つ領域

dist(∂D,Λc) ≥ δ > 0

DN := ND ∩ Zd

命題 3 (Nitzschner (2018))

h = h∗ = h∗∗ を仮定する.

h < h∗ のとき，任意の ε > 0に対し

lim
N→∞

P
( 1

|DN |
∑
x∈DN

ϕx ≤ −(h∗ − h) + ε
∣∣ AhN)

= 1

（仮定が成り立つとして）

h < h∗ の時に高さ h以上のレベル集合パーコレーションが起きないと

条件付けた下では場が h∗ − hだけ下に押し下げられる
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エントロピー的反発

定理 9 (Bolthausen-Deuschel-Zeitouni (1995))

d ≥ 3とする．任意の α > −
√
4Gに対し,

lim
N→∞

1

Nd−2 logN
logP

(
ΩαN+ (ΛN)

)
= −(α+

√
4G)2Cap([−1, 1]d)

ただし αN := α
√
logN とする．

28 / 43



エントロピー的反発

定理 10 (Bolthausen-Deuschel-Zeitouni (1995))

d ≥ 3とする．任意の 0 < ε < 1, δ > 0 に対し

lim
N→∞

min
x∈ΛεN

P
( ∣∣ ϕx√

logN
−
√
4G

∣∣ ≤ δ ∣∣ Ω0
+(ΛN)

)
= 1

DGFFでΛN 上で正に条件付けると，

場が全体に
√
4G logN だけ上に押し上げられる
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P
(
Ah

N

)
, P

(
ΩαN

+ (ΛN)
)
の下界の証明について

Idea : measure change argument

fN : Zd → R finite support に対し P̃N を以下で定義する

dP̃N

dP
= exp

{
D(fN , ϕ)−

1

2
D(fN , fN)

}
ただし，f, g : Zd → Rに対し

D(f, g) :=
1

4d

∑
{x,y}

|x−y|=1

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))

注意 8

任意の x ∈ Zd に対し，EP
[
D(f, ϕ)ϕx

]
= f(x)

EP
[(
D(f, ϕ)

)2]
= D(f, f)

Cameron-Martin formula より

{ϕx}x∈Zd under P̃N
d
= {ϕx + fN(x)}x∈Zd under P
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P
(
Ah

N

)
, P

(
ΩαN

+ (ΛN)
)
の下界の証明について

次を用いる

エントロピー不等式

事象Aに対し

P (A) ≥ P̃N(A) exp
{
−

1

P̃N(A)

(
H(P̃N |P ) +

1

e

)}
ここで

H(P̃N |P ) := EP̃N
[
log

dP̃N

dP

]
=

1

2
D(fN , fN)

そこで lim
N→∞

P̃N(A) = 1となるように fN をうまく取る
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P
(
Ah

N

)
の下界の証明

AhN =
{
ϕ ∈ RZd ; ΛN

≥h↮ ∂+Λ[MN ]

}
, h < h∗∗ とする

f ∈ C∞
0 (Rd)に対し，fN(x) := f

(
x
N

)
(x ∈ Zd)とすると

lim
N→∞

1

Nd−2
H(P̃N |P ) =

1

2
lim
N→∞

1

Nd−2
D(fN , fN)

=
1

2
·

1

2d

∫
Rd
|∇cf(r)|2dr

f ≤ −(h∗∗ − h+ ε)1[−(1+δ), 1+δ]d (ε > 0, δ > 0, 1 + δ < M)

と取ると [Rodriguez-Sznitman ’13]より

P̃N(AhN) = P
(
ΛN

≥h−fN↮ ∂+Λ[MN ]

)
≥ P

(
ΛN

≥h∗∗+ε↮ ∂+Λ[(1+δ)N ]

)
→ 1

そこでエントロピー不等式で lim inf
N→∞

, ε ↓ 0, δ ↓ 0 とすればよい
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P
(
ΩαN

+ (ΛN)
)
の下界の証明

ΩαN+ (ΛN) =
{
ϕ ∈ RZd ;ϕx ≥ α

√
logN ∀x ∈ ΛN

}
とする

f ≥ 1[−1, 1]d に対し，fN(x) = β
√
logNf

(
x
N

)
(β > α)とすると

P̃N(ΩαN+ (ΛN)) = P
(
ϕx ≥ (α− β)

√
logN ∀x ∈ ΛN

)
≥

∏
x∈ΛN

P
(
ϕx ≥ (α− β)

√
logN

)
≥

(
1− exp

{
−

(β − α)2

2G
logN

})cNd

→ 1 (β > α+
√
2dG のとき )

注意 9

この方法で示せるのは

lim inf
N→∞

1

Nd−2 logN
logP

(
ΩαN+ (ΛN)

)
≥ −(α+

√
2dG)2Cap([−1, 1]d)

33 / 43



∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

Λ ⋐ Zd, ψ ∈ R∂+Λ に対し

Hψ
Λ (ϕ) =

1

2

∑
{x,y}∩Λ̸=∅
|x−y|=1

V (ϕx − ϕy)
∣∣∣
ϕ≡ψ on ∂+Λ

: d+ 1次元界面の配置ϕ = {ϕx}x∈Zdのエネルギー

相互作用ポテンシャル V : R→ RにはC2 級，対称，狭義凸 を仮定

µψΛ(dϕ) =
1

ZψΛ
exp

{
−Hψ

Λ (ϕ)
}∏
x∈Λ

dϕx

: 有限領域 Gibbs測度
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∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

µ ∈ P(RZd) : 無限領域 Gibbs測度

任意のΛ ⋐ Zd に対し，次の DLR方程式を満たすもの

µ
(
· |FΛc

)
(ψ) = µψΛ( · ) µ - a.e. ψ

注意 10

d ≥ 3の場合は無限領域 Gibbs測度は存在する(
∵ Brascamp-Lieb不等式より {µ0

ΛN
}N≥1 は tight

(適当な部分列に沿った)極限は DLR方程式を満たす
)

注意 11

µの平行移動不変性は不明
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∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

注意 12

V (r) =
1

4d
r2 のとき

µ0
Λ = N (0, (−∆Λ)

−1) : Λ上の DGFF(
∵ H0

Λ(ϕ) =
1

8d

∑
{x,y}∩Λ ̸=∅
|x−y|=1

(ϕx − ϕy)2
∣∣∣
ϕ≡0 on ∂+Λ

=
1

2
⟨ϕ, (−∆Λ)ϕ⟩Λ

)
d ≥ 3のとき µ = N (0, (−∆)−1) : Zd 上の DGFF
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∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

µに対し次の decoupling inequalityが成り立つ

定理 11 (Rodriguez (2016))

d ≥ 3とする．ある正定数K,C,C′, α > 0が存在し，

任意のN ≥ 1, γ ∈ (0, 1
2
), h ∈ Rに対し次が成り立つ.

x, y ∈ Zd を |x− y| ≥ γ−KN を満たすものとすると

任意の f : Ω→ [0,∞) : FΛN (x)-可測有界関数

Ch(B) : σ
({

1{ϕx≥h};x ∈ B
})

-可測増加事象, B ⊂ ΛN(y)

に対し

Eµ
[
f · 1Ch(B)

]
≤ Eµ

[
f
]
µ
(
Ch−γ(B)

)
+ C∥f∥∞e−C

′Nα

⇒ (平行移動不変性を仮定した上で)

µの下でのレベル集合パーコレーション (h∗ <∞, etc.)に応用可
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∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

定理 11の証明について

A,B ⋐ Zd, A ∩B = ϕ, f : Ω→ [0,∞) : FA-可測有界関数
Λ ⋐ Zd, Λ ⊃ A,B を取る
ϕ, ϕ̃ : indep. copy ϕ ∼ µ0

Λ, ϕ̃ ∼ µ̃0
Λ

いま，“よい”集合 E ⊂ RZd ×RZd を構成し，任意の (ϕ, ϕ̃) ∈ E に対し

µ0
Λ

(
Ch(B)

∣∣FA)(ϕ) ≤ µ0
Λ

(
Ch−γ(B)

∣∣FA)(ϕ̃) (2)

が成り立つとすると

Eµ
0
Λ
[
f · 1Ch(B)

]
= Eµ

0
Λ⊗µ̃0

Λ

[
f(ϕ)µ0

Λ

(
Ch(B)

∣∣FA)(ϕ)(1E(ϕ, ϕ̃) + 1Ec(ϕ, ϕ̃)
)]

≤ Eµ
0
Λ⊗µ̃0

Λ
[
f(ϕ)µ0

Λ

(
Ch−γ(B)

∣∣FA)(ϕ̃)] + ∥f∥∞µ0
Λ ⊗ µ̃

0
Λ(E

c)

≤ Eµ
0
Λ
[
f
]
µ0

Λ

(
Ch−γ(B)

)
+ ∥f∥∞µ0

Λ ⊗ µ̃
0
Λ(E

c)
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∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

E をどう構成するか？
ϕ = {ϕx}x∈A, ϕ̃ = {ϕ̃x}x∈A, γ > 0 が与えられたとして

境界条件 : ξ(t) = {ξx(t)}x∈A∪Λc (0 ≤ t ≤ 1) を次で定義する．

ξx(t) =

{
γt x ∈ Λc のとき

(1− t)ϕx + t(ϕ̃x + γ) x ∈ A のとき

特に

ξx(0) =

{
0 x ∈ Λc のとき
ϕx x ∈ A のとき

ξx(1) =

{
γ x ∈ Λc のとき
ϕ̃x + γ x ∈ A のとき
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∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

ここで F (t) := µ
ξ(t)
Λ\A

(
Ch(B)

)
が単調非減少だとすると

µ0
Λ

(
Ch(B)

∣∣FA)(ϕ) = F (0) ≤ F (1)

= µγΛ
(
Ch(B)

∣∣FA)(ϕ̃+ γ)

= µ0
Λ

(
Ch−γ(B)

∣∣FA)(ϕ̃)
従って (2)が成立する.

そこで任意の 0 ≤ t ≤ 1に対し F ′(t) ≥ 0としたい．

F ′(t) =
d

dt

( 1

Z
ξ(t)
Λ\A

∫
RΛ\A

1Ch(B)(ϕ)e
−Hξ(t)

Λ\A(ϕ)
∏

x∈Λ\A

dϕx

)
= Cov

µ
ξ(t)

Λ\A

(
1Ch(B)(ϕ),

d

dt

(
−Hξ(t)

Λ\A(ϕ)
))

⇒ CovµψΛ

(
· , ·

)
の RW表現が有効
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Helffer-Sjöstrand 表現

LψΛ : 次の SDEsに対応する生成作用素


dϕt(x) = −

∑
y∈Λ

|y−x|=1

V ′(ϕt(x)− ϕt(y))dt+
√
2dwt(x) x ∈ Λ

ϕt(x) = ψ(x) x ∈ ∂+Λ

注意 13

µψΛ は LψΛ の可逆測度となる

f : Λ→ R, f = 0 on ∂+Λ に対し

(Qϕ,ψΛ f)(x) :=
∑
y∈Λ

|y−x|=1

V ′′(ϕ(x)− (ϕ ∨ ψ)(y)
)(
f(y)− f(x)

)
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Helffer-Sjöstrand 表現

F : Λ× RΛ → R に対し

(LψΛ)(x, ϕ) := (LψΛF (x, · ))(ϕ)+(Qϕ,ψΛ f( ·ϕ))(x) x ∈ Λ, ϕ ∈ RΛ

(Xt, ϕt)t≥0 : LψΛ から定まるΛ× ΩψΛ 上のMarkov process

Pψx,ϕ′ : 初期分布 (X0, ϕ0) ∼ δx ⊗ δϕ′ とした (Xt, ϕt)t≥0 の分布

Pψ
x,µψΛ

: 初期分布 (X0, ϕ0) ∼ δx ⊗ µψΛ とした (Xt, ϕt)t≥0 の分布

定理 12 (Helffer-Sjöstrand 表現)

F = F (ϕ), G = G(ϕ)に対し

CovµψΛ
(F,G)=

∑
x∈Λ

∫ ∞

0

Eψ
x,µψΛ

[
∂F (x, ϕ0)∂G(Xs, ϕs)I(s < τΛ)

]
ds

ここで ∂F (x, ϕ) =
∂F

∂ϕ(x)
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∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

E を次のように取ればよい．

M = M(γ) > 0 (うまく取る) に対し

E =
∩

t∈Q∩[0,1]

∩
(x,ϕ′)∈B×QΛ\A

{
E
ξ(t)
x,ϕ′

[
ϕ̃(XHA)

∣∣ HA < HΛc
]

− Eξ(t)x,ϕ′

[
ϕ(XHA)

∣∣ HA < HΛc
]
≥ −M

}
注意 14 (DGFFの場合)

E =
∩
x∈B

{
Ex

[
ϕ̃(SHA) ; HA < HΛc

]
− Ex

[
ϕ(SHA) ; HA < HΛc

]
≥ −γ

}
注意 15 (平均の RW表現)

Eµ
ϕ̃∨0
Λ\A

[
ϕx

]
=

∫ 1

0

Eϕ̃∨0

x,µ
(sϕ̃)∨0

Λ\A

[
ϕ̃(XHA) ; HA < HΛc

]
ds
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