
Zd上の離散Gauss自由場に対するレベル集合パーコレー

ションについて

坂川 博宣 (慶應義塾大学) ∗

概 要

Zd 上の離散 Gauss自由場に対するレベル集合パーコレーションについて，初期の結果から現
在までに行われている研究の一部とそれらの鍵となるアイデアを簡単に紹介する．

1 問題設定と初期の結果

ϕ = {ϕx}x∈Zd を Zd 上の確率場，つまり実数値確率変数の族とし，P を Ω := RZd

上のその分布

とする．h ∈ Rに対し E≥h = E≥h(ϕ) := {x ∈ Zd;ϕx ≥ h} を高さ h以上のレベル集合として，原

点 0 ∈ Zdが E≥hの無限クラスターに含まれるという事象を {0 ≥h←→∞}で表し，この実現確率につ
いて考えたい．直観的なイメージとしては，ϕが (ランダムな)地面の高さを表しているとして高さ

hのレベルまで水につかった時に，水面上に現れている陸地を伝って無限遠点まで行ける確率は？と

いう問題である．いま，η(h) := P (0
≥h←→∞) とするとこれは h ∈ Rについて単調非増加であり，

h∗ = h∗(d) := inf{h ∈ R; η(h) = 0} ∈ [−∞,∞]

が定義できる．特に |h∗| <∞のときパーコレーション転移が起こるという．ϕが独立同分布の確率場
の時はこれはパラメーター ρ = P (ϕ0 ≥ h)を持つZd上のBernoulliサイトパーコレーションの問題に

他ならない．考えたいのは確率場 ϕが独立でない場合である．この問題は最初はMolchanov-Stepanov

によって考えられたが (cf. [14], [13, Chapter 8])，そこでは非自明な相転移の存在のために次のよう

な十分条件が与えられている．

定理 1.1 ([14]). 以下の条件が成り立つならば h∗ <∞：任意の有限連結集合 A ⋐ Zd に対し

P
(
ϕx ≥ h ∀x ∈ A

)
≤ Ce−α|A|

ここで C,αは Aに依らない正定数で，h ↑ +∞のとき α = α(h) ↑ +∞かつ C = C(h) < +∞を満
たすものとする.

この定理の証明は場が独立な場合のパーコレーションで用いられる Peierlsの議論と同様である．問

題は定理の条件がいつ成り立つかということであるが，これは場の相関が弱い場合に成立する．

以下では C,C ′ などは考えている系のサイズ (N とする)に依らない正定数を表し, 場所によって

変わるものとする (他のパラメーターには依存することもある). いま, 例として ϕ = {ϕx}x∈Zd が Zd

上の平均（ベクトル）0の Gauss確率場の場合を考える．雑な評価としては任意の h ≥ 0に対し

P (ϕx ≥ h ∀x ∈ A) ≤ P
( 1

|A|
∑
x∈A

ϕx ≥ h
)
≤ exp

{
− h2|A|2

2Var
( ∑
x∈A

ϕx
)} (1.1)
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が成り立つ．最後の不等式は Gauss確率変数に対する末尾確率の評価を用いた．

正質量Gauss自由場 (massive Gaussian free field)の場合

m > 0とし，{ϕx}x∈Zd を平均（ベクトル）0，共分散行列 (m2I −∆)−1 を持つ Zd上の Gauss確率

場とする．ここで I は Zd × Zd 単位行列であり，∆ = {∆(x, y)}x,y∈Zd は Zd 上の離散 Laplacianを

表す．その核は

∆(x, y) =


1
2d |x− y| = 1 のとき

−1 x = y のとき

0 それ以外のとき

で与えられ，関数 f : Zd → Rに対し (∆f)(x) :=
∑
y∈Zd

∆(x, y)f(y), x ∈ Zd と定義する．正質量Gauss

自由場は任意の d ≥ 1で存在し，相関関数が次のような指数的減衰することが知られている (cf. [8,

Chapter 8], [9, Section 3]).

補題 1.1. d ≥ 1とする．ある定数 C1 = C1(d,m), C2 = C2(d,m) > 0が存在して, 任意の x ∈ Zdに
対し次が成り立つ．

0 < E
[
ϕ0ϕx

]
≤ C1e

−C2|x|

これより任意の A ⋐ Zd に対し Var
(∑
x∈A

ϕx
)
≤ C|A| が成り立つ．ただし C は集合 Aに依らない正

定数である．(1.1)と合わせれば定理 1.1の条件が成立し，従って h∗ <∞となる．また，対称性を
考えると h∗ > −∞もいえる．

注意 1.1. この議論は正質量Gauss自由場に限ったものではない．(1.1)と同様の評価は ϕが指数モー

メントを持てば可能であり, [2]では更に場の相関関数に対するいくつかの仮定を加えた下で定理 1.1

の条件が成り立つことを示している．

零質量Gauss自由場 (massless Gaussian free field)の場合

{ϕx}x∈Zd を平均（ベクトル）0，共分散行列 (−∆)−1 を持つ Zd 上の Gauss確率場とする．これは

d ≥ 3の場合のみ存在し，相関関数に対し次の漸近挙動が成り立つことが知られている (cf. [8], [9]).

補題 1.2. d ≥ 3とする．ある定数 C1 = C1(d) > 0が存在して |x| → ∞のとき次が成り立つ．

E
[
ϕ0ϕx

]
∼ C1

|x|d−2
(1.2)

特に ΛN := [−N,N ]d ∩ Zd に対し，

lim
N→∞

1

Nd+2
Var

( ∑
x∈ΛN

ϕx

)
= C ∈ (0,∞) (1.3)

(1.1)と (1.3)を組み合わせると得られるのは

P (ϕx ≥ h ∀x ∈ ΛN ) ≤ exp
{
−C ′h2|ΛN |1−

2
d

}
であり，この評価からは定理 1.1の条件は言えない．

注意 1.2. 実際のところ零質量Gauss自由場に対しては定理1.1の条件は成立しない．例えばBolthausen-

Deuschel-Zeitouni [1]では次が示されている．任意の d ≥ 3, h ∈ Rに対し

lim
N→∞

1

Nd−2 logN
logP

(
ϕx ≥ h ∀x ∈ ΛN

)
= −2GCap([−1, 1]d)

2



ここで G := (−∆)−1(0, 0)(∈ (0,∞))であり，

Cap([−1, 1]d) = inf
{ 1

2d

∫
Rd

|∇cf(r)|2dr; f ∈ H1(Rd), f ≥ 1[−1,1]d

}
∇c は Rd 上の連続な gradientである．

以下 d ≥ 3 とし，{ϕx}x∈Zd を Zd 上の零質量 Gauss 自由場とする．これは離散 Gauss 自由場

(discrete Gaussian free field, 以下 DGFFと略記)とも呼ばれる．相関が非常に強いことを考えると

h∗ <∞は直観的にも自明ではない．任意の h ∈ Rに対し {0 ≥h←→∞}が正の確率で起きても良さそ
うである．DGFFの長距離相関が引き起こす現象の一つとして例えば次のようなエントロピー的反

発と呼ばれる現象が知られている．

定理 1.2 ([1], [3]). d ≥ 3とし，P+
N ( · ) := P ( · |ϕx ≥ 0 ∀x ∈ ΛN ) と定義すると以下が成り立つ.

1.

lim
N→∞

max
x∈ΛN

∣∣∣EP+
N

[
ϕx

]
√
logN

−
√
4G

∣∣∣ = 0

2. 正数列 {aN}N≥1で lim
N→∞

aN√
4G logN

= 1かつN →∞のとき P+
N ( · + aN )⇒ P を満たすもの

が存在する．

つまりDGFFに対しΛN 上で場を正に条件付けると場が
√
4G logN の高さまで持ち上げられ，かつこ

の高さの移動の効果を除くと場の形はあまり変わらない．また，P+
N の定義で条件を{ϕx ≥ h ∀x ∈ ΛN}

(h ∈ R)と変えても全く同じ主張が成り立つ．

DGFFに対するレベル集合パーコレーションを最初に考えたのは Bricmont-Lebowitz-Maes [2]で

あり，彼らは次を示している．

定理 1.3 ([2]). h∗(3) <∞かつ任意の d ≥ 3に対し h∗(d) ≥ 0.

この結果以降の約 25年間は E≥h の代わりに {x ∈ Zd; |ϕx| ≥ h}のパーコレーションについて調べ
た結果 Garet [10] があるぐらいでしばらく停滞する状況が続いたが，2010年代に入り Rodriguez-

Sznitman [20]によって次が示された．

定理 1.4 ([20]). 任意の d ≥ 3に対し h∗(d) <∞かつある h0 > 0が存在して任意の d:十分大に対し

h∗(d) ≥ h0.

また，P の平行移動不変性と相関関数G(x, y) := (−∆)−1(x, y)が |x− y| → ∞のとき 0に減衰する

ことから場の混合性が成り立ち，これより次の 0-1法則が成り立つ．

定理 1.5 ([20]). d ≥ 3のとき次が成立する．

P
(
E≥hが無限クラスターを含む

)
=

1 h < h∗のとき

0 h > h∗のとき

更に h < h∗ のとき P -a.s.で E≥h の中の無限クラスターは１つとなる．

次節では定理 1.4の証明の鍵となるアイデアを簡単に紹介したい．
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2 Rodriguez-Sznitman [20]の証明のアイデア

2.1 h∗ <∞について

DGFFに対するレベル集合パーコレーションの問題の最大の難点は補題 1.2のように場が長距離相

関を持つことにあるが，より一般の相関の評価として次が知られている．A ⋐ Zdに対し，cap(A) :=∑
x∈A

Px(H̃A = +∞)でAの容量を定義する．{Sn}n≥0 はZd上の単純ランダムウォークであり，Px,Ex

は出発点を x ∈ Zd としたときの分布，期待値を表す．H̃A := inf{n ≥ 1;Sn ∈ A} は A ⊂ Zdへの到
達時刻である．

命題 2.1 ([16]). d ≥ 3とする．次元のみに依存した定数 0 < C− ≤ C+ <∞が存在し，A ∩B = ϕ,

dist(A,B) ≥ max{diam(A), diam(B)}を満たす任意の有限集合 A,B ⋐ Zd に対し次が成り立つ．

C−

(
cap(A)cap(B)

) 1
2(

dist(A,B)
)d−2

≤ sup
f,g

{
CovP (f(ϕ), g(ϕ))

}
≤ C+

(
cap(A)cap(B)

) 1
2(

dist(A,B)
)d−2

ここで，sup
f,g
は f, g : Ω→ [0, 1]で f は FA-可測な局所関数，gは FB-可測な局所関数に対し取るも

のとする．ただし，A ⊂ Zd に対し FA := σ({ϕx;x ∈ A})とする．

いま, ΛN := [−N,N ]d ∩ Zd に対しては CNd−2 ≤ cap(ΛN ) ≤ C ′Nd−2 が成り立つ (cf. [12, Chapter

6]). そこで x ∈ Zd に対し ΛN (x) := x + ΛN と定義し，f : Ω → [0,∞)を FΛN (x)-可測な有界局所

関数, g : Ω→ [0,∞)を FΛN (y)-可測な有界局所関数として，M > 2を固定して |x− y| =MN と取

る．このとき，命題 2.1より f, gの相関関数の評価としては CovP (f(ϕ), g(ϕ)) ≤ CM−d+2 以上は期

待できず，特にこの右辺はN →∞としても 0に収束しない．このような状況の下で hc <∞, つま

り h ∈ Rが十分大きいときは E≥hのパーコレーションが起きないことの証明で鍵となるのが非干渉

不等式 (decoupling inequality)と呼ばれる次の評価である．

命題 2.2 ([20], [16]). d ≥ 3, A,B ⋐ Zd, A ∩B = ϕとし f : Ω→ [0,∞)を FA-可測な有界局所関数
とする．任意の h ∈ R, γ > 0に対し次が成り立つ．

EP
[
f · 1Ωh

+(B)

]
≤ EP

[
f
]
P
(
Ωh−γ+ (B)

)
+ ∥f∥∞|B| exp

{
− γ2

4 max
x∈A,y∈B

G(x, y)

}
ただし A ⊂ Zd, h ∈ Rに対し Ωh+(A) := {ϕx ≥ h ∀x ∈ A}と定義する．

注意 2.1. f が単調非減少のときは FKG不等式により次の下からの評価が成立する．

EP
[
f · 1Ωh

+(B)

]
≥ EP

[
f
]
P
(
Ωh+(B)

)
特に前述の設定のように dist(A,B) ≥MN として f = 1Ωh

+(A)と取れば，相関関数の評価 (1.2)と合

わせると任意の γ > M− d
2+1 に対し

P
(
Ωh+(A)

)
P
(
Ωh+(B)

)
≤ P

(
Ωh+(A) ∩ Ωh+(B)

)
≤ P

(
Ωh+(A)

)
P
(
Ωh−γ+ (B)

)
+ |B|e−CN

d−2

となり, DGFFにおいて事象 Ωh+(A)を考えたとき，パラメーターを少しだけ変えるとその相関が大

きく変わることがわかる．このような評価を利用することで Bernoulliパーコレーションにおいて用

いられるような renormalizationの議論 (cf. [11])が展開でき，結果として次が示される．
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定理 2.1 ([20]). d ≥ 3とする．

1. h∗∗ = h∗∗(d) := inf
{
h ∈ R; ∃α> 0に対し lim

N→∞
NαP (ΛN

≥h←→ ∂+Λ2N ) = 0
}
と定義すると，

h∗∗(d) <∞. ここで A ⊂ Zd に対し ∂+A := {x /∈ A; |y − x| = 1 for some y ∈ A}は Aの外部

境界を表し，A,B ⊂ Zd に対し {A ≥h←→ B} は Aから B への E≥h の最近接パスが存在すると

いう事象を表す．

2. 任意の h > h∗∗(d)に対しある正定数 C1, C2 > 0, ρ ∈ (0, 1)が存在して任意の N ≥ 1に対し

P (0
≥h←→ ∂+ΛN ) ≤ C1e

−C2N
ρ

(2.1)

が成り立つ．

特に任意のN ≥ 1に対し η(h) ≤ P (ΛN
≥h←→ ∂+Λ2N )なので定義から h∗ ≤ h∗∗が成り立ち，結果と

して任意の d ≥ 3に対し h∗(d) <∞がわかる．

注意 2.2. 命題 2.2は [20]で定理 2.1の証明中に出てくる評価を簡単に書き直したものである．Popov-

Ráth [16]では DGFFに対する非干渉不等式を命題 2.2よりもう少し一般化して示している．また，

現在では DGFFのレベル集合に限らず非干渉不等式を満たすような一般の長距離相関を持つ Zd 上
の確率場に対するパーコレーションの研究も進んでいる (cf. [5], [17], [21], etc.)．特に d ≥ 4の場合

は (2.1)は ρ = 1で成り立つ．

命題 2.2の証明自体は難しくなく，DGFFの持つMarkov性やランダムウォーク表現などの基本的な

道具を用いるものであり DGFFになじむのによいと思われる．最後に付録として載せておく．

2.2 h∗ > 0について

[20]では dが十分大きいときに Zd 内の 2次元 slab Z2 × [0, L0) × {0}d−3 (ただし L0 > 0は十

分大) で正の高さのレベル集合のパーコレーションが正の確率で起こること (従って hc > 0) を示

している．そこで以下では K := Z3 × {0}d−3 上で考える．まず相関関数のランダムウォーク表現

G(x, y) := (−∆)−1(x, y) = Ex
[∑
n≥0

I(Sn = y)
]
より，d→∞のとき G(x, y) ≈ δ(x, y)に着目すると

次を満たすような数列 σ2(d)と共分散行列 G′ が取れる (cf. [20, Lemma 3.1]).

• 任意の x, y ∈ K に対し G(x, y) = σ2(d)δ(x, y) +G′(x, y)

• 1
2 ≤ σ

2(d) < 1かつ lim
d→∞

σ2(d) = 1

• G′ を核とする l2(K)上の畳み込み作用素のスペクトル半径 ρ(G′) ≤ C
d

そこで次の 2つの独立なK上のGauss場を考える．ψ = {ψx}x∈K を各点で平均 0, 分散 σ2(d)の独立

同分布な正規分布に従う Gauss場，ξ = {ξx}x∈K を平均 0, 共分散行列 E[ξxξy] = G′(x, y) x, y ∈ K
を持つ Gauss場とする．このとき K 上の DGFF ϕ = {ϕx}x∈K は ϕ = ψ + ξ in law と分解できる

(これは 2 -スケール分解とも呼ばれる)．2つの Gauss場 ξ, ψに対しては次がいえる．

• Z3上の Bernoulliサイトパーコレーションの臨界確率 psitec (Z3) ∈ (0, 12 )より h0 > 0：十分小を

P (ψ0 ≥ 2h0) > psitec (Z3)と取れ，このとき ψ-場に対する高さ 2h0以上のレベル集合E≥2h0(ψ)

のパーコレーションについては Z3 上の super criticalな Bernoulliサイトパーコレーションと

比較ができる (ここで 2次元 slab内でのサイトパーコレーションの結果を用いる)．
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• dが十分大きいとき ξ-場の相関は小さくMolchanov-Stepanovの定理と同様の議論が可能

すると，例えばZdのbox内でE≥2h0(ψ)の最近接パスによる横断があり，かつその上では常に ξ ≥ −h0
となる確率などの評価が可能であり，結果として E≥h0(ϕ)のパーコレーションが起こる確率の評価

ができる．

3 関連する話題

d ≥ 3における DGFFと類似の長距離相関を持つランダム交錯 (random interlacement)モデルの

空集合 (vacant set)に対するパーコレーションの研究の進展 (cf. [22], [6], [18], etc.)にも関係して，

Rodriguez-Sznitmanの結果 [20]以降 DGFFに対するレベル集合パーコレーションの研究は急速に

進んでいる．前述の 2つの臨界値 h∗, h∗∗ に関するものとしては例えば次が挙げられる．

• Drewitz-Prévost-Rodriguez [4] では任意の d ≥ 3で h∗(d) > 0となることを示している．

• h∗ = h∗∗ が予想されるがこれは未解決である．Drewitz-Rodriguez [7] では d → ∞ のとき
h∗(d) ∼ h∗∗(d) ∼

√
2G log dとなることを示している．

以下では筆者が特に興味を持った関連する話題を２つ簡単に紹介したい．

3.1 断絶確率の漸近挙動

M > 1 を固定し，ΛN から ∂+Λ[MN ] への E≥h の最近接パスが存在しないという事象 AhN :=

{ϕ; ΛN
≥h↮ ∂+Λ[MN ]}を考える．h > h∗∗ のとき (2.1)より lim

N→∞
P (AhN ) = 1であり，また，h < h∗

のときは定義より lim
N→∞

P (AhN ) = 0となる．そこで興味が持たれるのが h < h∗のときの P (AhN )の

N →∞での振る舞いであるが，Sznitman [23], Nitzschner [15]では次を示している．

定理 3.1 ([23], [15]). d ≥ 3とする．

1. 任意の h ≤ h∗∗ に対し,

lim
N→∞

1

Nd−2
logP

(
AhN

)
≥ −1

2
(h∗∗ − h)2Cap([−1, 1]d)

が成り立つ．

2. ある h ≤ h∗(≤ h∗∗)が存在して，任意の h ≤ hに対し,

lim
N→∞

1

Nd−2
logP

(
AhN

)
≤ −1

2
(h− h)2Cap([−1, 1]d)

が成り立つ．

もし h = h∗ = h∗∗ が成り立てば，上下の評価が一致し P (AhN )の正確な漸近挙動が得られたことに

なるが，指数 hは証明中で（技術的に）定義される量であり，分かっているのは h > −∞のみで，
h ≥ 0すら今のところ不明である．[15]では更に定理 1.2のエントロピー的反発を連想させるような次

のことを示している．いま，D ⊂ Λ := [−1, 1]dを区分的に滑らかな境界を持ち dist(∂D,Λc) ≥ δ > 0

を満たす領域とし，DN := ND ∩ Zd と定義する．
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命題 3.1 ([15]). h = h∗ = h∗∗ を仮定する. h < h∗ のとき，任意の ε > 0に対し

lim
N→∞

P
( 1

|DN |
∑
x∈DN

ϕx ≤ −(h∗ − h) + ε
∣∣ AhN)

= 1

が成り立つ．

これは雑に言うと，（仮定が成り立つとして）h < h∗の時に高さ h以上のレベル集合パーコレーショ

ンが起きないと条件付けた下では場が全体に h∗ − hだけ下に押し下げられることを意味している．

3.2 ∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーション

DGFFは∇ϕ界面モデルと呼ばれる相分離界面の確率モデルの特別な場合としても現れるが，Ro-

driguez [19]は∇ϕ界面モデルに対するレベル集合パーコレーションの問題について考えている．い
ま，配置 ϕ = {ϕx}x∈Zd は d+ 1次元空間内において d次元超平面 Zd から見た界面の高さを表すも
のとし，Λ ⋐ Zd と境界条件 ψ ∈ R∂+Λ に対し ϕのエネルギー（Hamiltonian）を

Hψ
Λ (ϕ) =

1

2

∑
{x,y}∩Λ̸=∅
|x−y|=1

V (ϕx − ϕy)
∣∣∣
ϕ≡ψ on ∂+Λ

で与える．V : R→ Rは相互作用ポテンシャルであり，次を仮定する．

• 滑らかさ：C2 級

• 対称性：任意の r ∈ Rに対し V (r) = V (−r)

• (真の)凸性：ある正定数 0 < C− ≤ C+ <∞が存在して任意の r ∈ Rに対しC− ≤ V ′′(r) ≤ C+

次に Λ ⋐ Zd 上の有限領域 Gibbs測度を

µψΛ(dϕ) =
1

ZψΛ
exp

{
−Hψ

Λ (ϕ)
}∏
x∈Λ

dϕx (3.1)

で定義する．ZψΛ は正規化定数であり，dϕx は R上の Lebesgue測度を表す．続いて µを対応する

RZd

上の無限領域 Gibbs測度，すなわち DLR方程式：任意の Λ ⋐ Zd に対し，

µ
(
· |FΛc

)
(ψ) = µψΛ( · ) µ - a.e. ψ

を満たすものとする．

注意 3.1. d ≥ 3の場合は無限領域 Gibbs測度は存在する．実際，この場合は Brascamp-Lieb不等

式より {µ0
ΛN
}N≥1が緊密なことが示せ，更に (適当な部分列に沿った)極限はDLR方程式を満たす．

ただし，こうして得られた Gibbs測度の平行移動不変性は不明である (cf. [9, Section 4]).

注意 3.2. 特に相互作用ポテンシャルを V (r) = 1
4dr

2 と取ると，0 -境界条件 ψ ≡ 0の下で µ0
Λは平均

0, 共分散行列 (−∆Λ)
−1(x, y) = E

[∑
n≥0

I(Sn = y, n < τΛ)
]
を持つ Λ上の Gauss自由場に一致する．

ここで τΛ = inf{n ≥ 0;Sn /∈ Λ}は Zd上の単純ランダムウォークの Λからの脱出時刻である．また，

d ≥ 3のとき対応する無限領域 Gibbs測度は Zd 上の DGFF N (0, (−∆)−1)となる．

[19]では Gibbs測度 µが命題 2.2の非干渉不等式を満たすことを証明し，更に µの平行移動不変性

を仮定したうえで µの下でのレベル集合パーコレーションについても調べている．特に，非干渉不

等式の証明においては Helffer-Sjöstrand表現とよばれる (動的な)ランダム媒質中のランダムウォー

クによる有限 Gibbs測度 (3.1)の下での相関関数の表現 (cf. [9, Section 4])が重要な役割を果たす．
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A 命題2.2の証明

以下は [16], [20]の証明を事象 Ωh+(B)に対し適用し分かりやすくしたものである．

まず A,B ⋐ Zd, A ∩B = ϕとし f : Ω→ Rを FA-可測な有界局所関数とすると

EP
[
f · 1Ωh

+(B)

]
= EP

[
f(ϕ)EP

[
1Ωh

+(B)

∣∣FA](ϕ)] = EP
[
f(ϕ)P

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ)] (A.1)

ここで DGFFに対しては次のような分解が成り立つ．

補題 A.1. (cf. [20, Lemma 1.2], [8, Chapter 8], etc.) A ⋐ Zdを固定し，各 x ∈ Zdに対し FA-可測
関数mA

x (ϕ) :=
∑
y∈A

ϕyPx
(
SHA

= y,HA <∞
)
を考える．ただしHA := inf{n ≥ 0;Sn ∈ A}とする．

ここで Zd 上の確率場 ψA = {ψAx }x∈Zd を ϕx = ψAx +mA
x (x ∈ Zd)によって定義すると，P の下で

{ψAx }x∈Zd は {mA
x }x∈Zd と独立で，その分布は平均 0, 共分散行列 (−∆Ac)−1 を持つ Zd 上の Gauss

場 (A上では a.s.で 0) と同分布となる．

特にこれより P ( · | FA)(ϕ) の下で {ϕx}x∈Zd は平均 {mA
x (ϕ)}x∈Zd , 共分散行列 (−∆Ac)−1 を持つ

Zd 上の Gauss場と同分布となる．いま，ϕ̃ = {ϕ̃x}x∈Zd を ϕと独立な DGFF (平均 0, 共分散行列

(−∆)−1を持つ Zd上のGauss場) とし，その分布を P̃ で表す．また，ϕ = {ϕx}x∈Zd を ϕ, ϕ̃と独立

で平均 0, 共分散行列 (−∆Ac)−1 を持つ Zd 上の Gauss場とし，その分布を PAc で表す．ここで

(ϕ, ϕ̃) ∈ E :=
{
(ϕ, ϕ̃) ∈ Ω× Ω ; mA

x (ϕ̃)−mA
x (ϕ) ≥ −γ, ∀x ∈ B

}
(γ > 0)

が与えられたとすると

P
(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ) = PAc

(
ϕx +mA

x (ϕ) ≥ h, ∀x ∈ B
)

= PAc

(
ϕx +mA

x (ϕ̃) ≥ h+mA
x (ϕ̃)−mA

x (ϕ), ∀x ∈ B
)

≤ PAc

(
ϕx +mA

x (ϕ̃) ≥ h− γ, ∀x ∈ B
)

= P̃
(
ϕ̃x ≥ h− γ, ∀x ∈ B

∣∣FA)(ϕ̃)
これより，ϕと ϕ̃が独立同分布なことを用いると

EP⊗P̃
[
f(ϕ)P

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ)1E(ϕ, ϕ̃)] ≤ EP⊗P̃
[
f(ϕ)P̃

(
ϕ̃x ≥ h− γ, ∀x ∈ B

∣∣FA)(ϕ̃)1E(ϕ, ϕ̃)]
≤ EP

[
f(ϕ)

]
P
(
Ωh−γ+ (B)

)
となる．(A.1)と組み合わせれば次が得られる．

EP
[
f · 1Ωh

+(B)

]
= EP⊗P̃

[
f(ϕ)P

(
Ωh+(B)

∣∣FA)(ϕ)(1E(ϕ, ϕ̃) + 1Ec(ϕ, ϕ̃)
)]

≤ EP
[
f(ϕ)

]
P
(
Ωh−γ+ (B)

)
+ ∥f∥∞P ⊗ P̃ (Ec)

最後にP ⊗ P̃ (Ec)を評価する．前述のランダムウォーク表現よりmA
x もまた平均 0のGauss確率変数で

あり，ランダムウォークのMarkov性からその分散はVarP (m
A
x ) =

∑
y∈A

Px(SHA = y,HA <∞)G(x, y)

と表せる．特にVarP (m
A
x ) ≤ max

y∈A
G(x, y)である．ここで，mA

x (ϕ)−mA
x (ϕ̃) =

∑
y∈A

(ϕy−ϕ̃y)Px
(
SHA =

y,HA <∞
)
と P ⊗ P̃ の下で ϕ− ϕ̃は平均 0, 共分散行列 2(−∆)−1 の Gauss場となることに注意す

ると

P ⊗ P̃ (Ec) ≤
∑
x∈B

P ⊗ P̃ (mA
x (ϕ)−mA

x (ϕ̃) < −γ) ≤ |B| exp
{
− γ2

4 max
x∈B,y∈A

G(x, y)

}
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