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最適輸送理論と確率解析

桒田 和正 ∗

(東京工業大学大学院理工学研究科)

最適輸送理論とは，ある確率測度を別の確率測度へと輸送する最適な方法を調べるものであり，
最小作用原理を確率測度の成す空間へと拡張した問題と見ることができる．特に，輸送費用関数
として状態空間上の距離の冪を用いると，自然に確率測度の空間上の距離が定まる (Wasserstein

距離)．この距離は，ある意味で確率測度の空間上へと距離を liftしたものであり，状態空間の幾
何学的構造を色濃く反映する．
確率測度の空間それ自体も，確率論・確率解析における基本的な研究対象であると言える (ここ

では，「確率解析」という言葉は，想定しうる中で最も広い意味で用いている)．一方で，最適輸送
理論と確率解析との相関はここに止まらない．とりわけ大きな転回点となったのは，Ottoの仕事
である．彼により，Wasserstein距離に付随する形式的幾何構造に基づき，

「確率分布の時間発展として記述できる，(非線形)発展方程式の解は
確率測度の空間上の適当なポテンシャル関数の勾配曲線とみなし得る」

という観点が導入された．その結果，様々な発見的考察 (と，その厳密化)が生み出された．例え
ば，確率解析と深いつながりを持つ熱方程式および (対称)拡散方程式の解は，Boltzmann-Shannon

エントロピー汎関数の勾配曲線とみなせる．

最適輸送理論は，解析学を中心とした広い分野へとその適用範囲を拡げてきている．特に確率
解析との関係においては，

• エントロピー汎関数の勾配曲線が熱分布と一致することの，厳密な定式化と証明

• 「状態空間のRicci曲率が下に有界」という性質と熱分布の振る舞いとの関係

• 発展方程式の平衡状態への収束の早さを記述する関数不等式の研究

などの話題において，近年大きな進展があった．ここで「熱分布」とは，空間の構造から自然に
定まる拡散方程式の (確率測度として実現された)解を指す．例えばWiener空間では，Ornstein-

Uhlenbeck過程がこれに相当する．また，Ricci曲率自体はRiemann幾何の概念であるが，「Ricci

曲率が下に有界」という性質は，最適輸送理論を用いて，一般の測度距離空間へと拡張されてい
る (Sturm / Lott & Villani)．この文脈では，この拡張された性質を指す．また，熱分布を用いた
Ricci曲率の下限の特徴付けとして，Bakry, Émeryらによる一連の仕事を念頭に置いている．最
後の関数不等式については，典型的には，対数 Sobolev不等式や Talagrandの不等式，スペクト
ルギャップ不等式 (大域 Poincaré不等式)等を想定している．
この講演では，これらの話題について現状での到達点を俯瞰すると共に，この方面での今後の

研究課題について，主観に基づき議論する．

∗URL: http://www.math.titech.ac.jp/~kuwada/index.html e-mail: kuwada@math.titech.ac.jp
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拡散過程とナンランダムな力学系

梁松　（筑波大学）

花粉を水の中に入れたとき、ブラウン運動と呼ばれる不規則な動きが観測される

が、これらの物理現象を説明するために、拡散過程のナンランダム力学系からの導

出という問題がよく考えられる。特に、理想気体と呼ばれる無数の軽粒子環境に置

かれた重粒子が、軽粒子達とナンランダムな力学系に従って相互作用しながら動く

というモデルを考える。この問題は 1971 年に Holley によって初めて研究されてか

ら、重粒子が一つしかないかつ相互作用が衝突である場合についていくつかの拡張

がされてきた。重粒子が二つで相互作用がポテンシャルによって定められるモデル

に関しては、二つの重粒子が異種類（この単語の意味は講演中に具体的に話す）の

場合については、Kusuoka-Liang によって、反射壁を持つ拡散過程に収束すること

が証明された。今回の講演では、二つの重粒子が同種類の場合について考える。ま

た、極限においても速度が無限にならないために、重粒子達の動きには相対型な効

果があるハミルトンモデルを考える。

参考文献

[1] S. Liang, A Mechanical model of Brownian motion with uniform motion area,

Preprint.
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ある無限次元空間上の微分作用素の一意性問題とその周辺

河備 浩司　（岡山大学理学部数学教室)

(適当な条件を満たす)potential関数 U = U(z) : Rd → Rに対して, L2(dz)上の Schrödinger
作用素HU := −1

2∆ + U は, 最小固有値 λ0(> minU)および ground state Ω = Ω(z)(> 0)を持つ。
また

ĤUf := Ω−1HU (Ωf) = −1
2
∆f −

(
∇ log Ω,∇f)Rd , f ∈ C∞

0 (Rd)

と置くと, (HU , L2(dz))と (ĤU , L2(Ω2dz))は unitary同値となり, (U -)Gibbs測度 µ (P (φ)1-測度)
は, −ĤU を生成作用素とする distorted Brownian motion が (無限体積)経路空間 C(R, Rd)に誘
導する確率測度として定義される。
この µを可逆測度とするような C(R, Rd)値拡散過程は, U が多項式増大度をもつ場合は岩田

(1987)により, 白色雑音 (L2(R, Rd)-cylindrical Brownian motion) B = {Bt(x);x ∈ R}t≥0が駆動
する確率偏微分方程式

dXt(x) =
1
2
{ d2

dx2
Xt(x) − (∇U)(Xt(x))

}
dt + dBt(x), x ∈ R, t > 0 (1)

の解として構成された。また舟木 (1991)により, この確率偏微分方程式の解が pre-Dirichlet form
(E ,FC∞

b )

E(F,G) :=
1
2

∫ (
DHF (w), DHG(w)

)
H

µ(dw), F,G ∈ FC∞
b ,

FC∞
b :=

{
F (w) = f(〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉)

∣∣∣ n ∈ N, {ϕk}n
k=1 ⊂ C∞

0 (R, Rd),

f = f(α1, · · · , αn) ∈ C∞
b (Rn), 〈w,ϕk〉 :=

∫
R
(w(x), ϕk(x))Rddx

}
の最小閉拡大 (E ,D(E)) に対応することも指摘されている。ここでH = L2(R, Rd), DHF は F ∈
FC∞

b のH-Fréchet微分である。
講演者は, この無限次元拡散過程に対する関数不等式 (推移半群の微分評価, Harnack不等式と

推移確率のVaradhan型短時間漸近挙動, Littlewood-Paley不等式)の研究を大学院在学中 (1999–
2004)に行ったが, 解析的視点から基本的かつ重要な問題である pre-Dirichlet form (E ,FC∞

b ) の
Markov拡大の一意性: (E ,D(E)) = (E+,D(E+)) を証明することができず,「宿題」として残って
いた。ここで (E+,D+(E))は Albeverio–楠岡–Röckner (1990, 1992)で特徴付けられた (E ,FC∞

b )
のMarkov閉拡大の最大元である。

本講演では, その後に (Albeverio, Röckner両氏との共同研究を通して)得られた成果

• potential関数が指数増大度を持つ枠組 (Høegh-Krohn modelの toy modelとしての exp(φ)1-
model を含む)でのDirichlet formのアプローチによる確率偏微分方程式 (1)の一意強解の構成

• pre-Dirichlet operator (L0,FC∞
b )

L0F (w) =
1
2
Tr(D2

HF (w)) +
1
2
〈
w,

d2

dx2
DHF (w(·))

〉
− 1

2
〈
(∇U)(w(·)), DHF (w)

〉
, F ∈ FC∞

b

の Lp-uniqueness (p = 2の場合は, この一意性は (L0,FC∞
b )の本質的自己共役性を意味し, pre-

Dirichlet form (E ,FC∞
b ) のMarkov拡大の一意性は Lp-uniquenessから従う。)

を中心に, この問題に関連した現在の研究進展を報告したい。
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無限次元空間に関する 2, 3の話題

日野 正訓（大阪大学大学院基礎工学研究科）

本講演では無限次元空間上の解析に関わる最近の話題をいくつか紹介する．

1. Wiener空間上の局所有界変動関数 ([5])
抽象Wiener空間 (E, H, µ)上の有界変動関数に関する一般論は [2, 3]で展開された．特に，E

の開集合*1U に対して，その指示関数 1U が有界変動関数ならば，Dirichlet形式の理論を援用して
U 上の（修正された）反射壁 Ornstein–Uhlenbeck過程を構成することができる．これは，特別な
場合ではあるが，経路空間の部分集合を状態空間とする反射壁拡散過程の構成方法を与えるもので
ある．
ここでは新たに局所有界変動という概念を Dirichlet形式の定義域の局所化の議論に倣って導入
し，上記と同様の結果が得られることを紹介する．特に，E が経路空間 C([0, T ]! Rd | w(0) = 0)
であり，O は Rd の開集合，U = {w 2 E | 任意の t 2 [0, T ]に対して w(t) 2 O}とするとき，O

についての適当な条件の下で 1U が局所有界変動となることを述べる．

2. L. Miclo, F.-Y. Wangによる，Markov作用素のスペクトルギャップに関する最近の結果の紹
介 ([8, 10])
有限次元空間上のMarkov過程の定量評価については，Sobolevの不等式，Nashの不等式など，
様々な不等式と推移密度関数の評価との関係が知られている．しかし無限次元空間においてはそ
れほど良い不等式は一般に期待できない．そのため，より弱い性質についての関係が様々な形で
調べられてきた．(⌦,F , µ) を可分な確率空間とする．L2(⌦, µ) 上に保存的な対称 Dirichlet 形式
(E ,F)が与えられ，{Tt}を対応する半群とするとき，次のような性質を考える*2．

(E) 既約性: E(f, f) = 0ならば f は定数．
(UPIP) 半群の一様正定値性: 任意の " > 0, t > 0に対して，

inf
⇢Z

⌦
(Tt1A)1B dµ µ(A) � ", µ(B) � "

�
> 0.

(WSGP) 弱スペクトルギャップ: {fn}1n=1 ⇢ F , kfnk2  1,
R
⌦ fn dµ = 0, limn!1 E(fn, fn) =

0ならば，fn は 0に確率収束する．
(I) 半群の良可積分性*3: ある t > 0が存在して

lim
M!1

sup{k(Ttf �M)+k2 | kfk2  1} < 1.

*1 もっと弱い仮定でよい
*2 論文によって若干バリエーションがある
*3 unauthorized term



(DLSI) 不完全対数 Sobolev不等式: ある C1, C2 � 0が存在して，Z
⌦

f2 log(f2/kfk22) dµ  C1E(f, f) + C2kfk22, f 2 F .

(P) Poincaréの不等式（,生成作用素のスペクトルギャップ）: ある C > 0が存在して，
����f �

Z
⌦

f dµ

����
2

2

 CE(f, f), f 2 F .

(LSI) 対数 Sobolev不等式: ある C > 0が存在して，Z
⌦

f2 log(f2/kfk22) dµ  CE(f, f), f 2 F .

このとき，
(UPIP),(WSGP))(E), (UPIP)+(I),(P), (UPIP)+(DLSI),(LSI)

であることが知られている（[1, 4, 6, 9]など．また [7]も参照．）．最近，[8, 10]により，実は
(E)+(I))(P), (E)+(DLSI))(LSI)

であるという結果が報告された*4．（逆向きの矢印も既知の結果から成り立つ．）証明のアイデア
は，有限集合上のMarkov作用素に関する Cheegerの不等式を利用して，本質的スペクトルの下
限が 0でないことを示すというものである．

3. （時間があれば何か）

参考文献

[1] Aida, S., Uniform positivity improving property, Sobolev inequality and spectral gaps, J. Funct.

Anal. 158 (1998), 152–185.

[2] Fukushima, M., BV functions and distorted Ornstein Uhlenbeck processes over the abstract

Wiener space, J. Funct. Anal. 174 (2000), 227–249.

[3] Fukushima, M. and Hino, M., On the space of BV functions and a related stochastic calculus in

infinite dimensions, J. Funct. Anal. 183 (2001), 245–268.

[4] Hino, M., Exponential decay of positivity preserving semigroups on Lp, Osaka J. Math. 37

(2000), 603-624, correction: Osaka J. Math. 39 (2002), 771.

[5] Hino, M., Functions of locally bounded variation on Wiener spaces, preprint, 2013.

[6] Kusuoka, S., Analysis on Wiener spaces II: Di↵erential forms, J. Funct. Anal. 103 (1992), 229–

274.

[7] Liggett, T. M., L2 rates of convergence for attractive reversible nearest particle systems: the

critical case, Ann. Probab. 19 (1991), 9350–959.

[8] Miclo, L., On hyperboundedness and spectrum of Markov operators, preprint.

[9] Röckner, M. and Wang, F.-Y., Weak Poincaré inequalities and L2-convergence rates of Markov

semigroups, J. Funct. Anal. 185 (2001), 564–603.

[10] Wang, F.-Y., Criteria of spectral gap for Markov operators, J. Funct. Anal. 266 (2014), 2137–

2152.

*4 実際はもう少し一般の枠組で若干異なる条件を考えていて，この結果はその特別な場合である．



有理型関数の値分布と拡散過程

厚地 淳

慶應義塾大学 経済学部

(幾何学的)関数論と確率論との関係が意識されたのは、P.Lévy の複素ブラウン運動の
等角不変性、角谷によるリーマン面の型とブラウン運動の大域的性質の関係のあたりが最
初であろう。一方、幾何学的関数論の始まり-それは當に有理型関数の値分布論の最初にな
るわけであるが-は、ずっと早く、Picardの定理に遡ることができるであろう。承知のよう
に、有名なPicardの小定理は、有理形関数の除外点の個数は高々２個であることを主張す
る。これと確率論の関係が議論されたのは、ずっと下って 1975年の B.Davisによるブラウ
ン運動を使った証明ということになる。これは、楠岡先生の指導の下、筆者が大学４年生
の時に読んだR.Durrettの本: Brownian motions and Martingales in analysis(Wadsworth)

にも言及されている。Davisは、複素ブラウン運動の等角不変性、再帰性、空間のトポロ
ジーといった定性的性質をうまく使って証明を与えている。Picardの定理は、1926年に
なって大きな発展を見た。R.Nevanlinna によるNevanlinna理論である。これは、Picard

の定理を定量化・拡張するものである。これと確率論の関係は、1980年代になりようや
くK.Carneによって与えられた。Nevanlinna 理論は、関数体上のディオファンタス近似
論と認識されるようになり、関数論の研究者のみならず、多くの数学者の興味を引くよう
になった。最近の研究では 多様体上の正則曲線 (複素平面からの正則写像による像)の値
分布論によく用いられているが、筆者は主に定義域の拡張に興味を持っている。もともと
のNevanlinna理論を有理形関数の除外点の個数の評価式だと思うと、考える問題は非常
に素朴なものになる。それは、定義域の空間の幾何学的性質と結びついており、ブラウン
運動などの標準的な拡散過程の性質とも結びついているであろう。
有界・非定数正則関数を許容しない複素空間をLiouville空間と呼ぶ。2点以上を除外す

る非定数正則関数を許容しない空間を Picard空間という。複素平面は、Picard空間であ
る。Picard空間ではないが、Liouville空間であるもっとも簡単な物は、複素平面から 2点
除いたものを考えればよい。被覆空間やリーマン面でもその例を見ることができる。これ
らの中間的な空間も考えられる (例えば、容量正の集合を除外する非定数有理形関数を許容
しない空間- 筆者はこのような性質をCasorati-Weierstrassの性質と呼ぶことにする-)が、
これらの空間がどういったものなのか、というような問題を考えるうえで、Nevalinna理論
の拡張は一つのヒントを与えるように思われる。本講演では、確率論を用いたNevanlinna

理論の拡張について述べ、これから考えられる問題等について議論したい。
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複雑な系の上の確率過程：フラクタルからランダムメディアへ
熊谷 隆 （京都大学数理解析研究所）

http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~kumagai/

本講演では、複雑な系の上の確率過程の研究の流れを概観した後、最近の研究 [2]につい
て簡潔に解説する。当該研究をやや強引に大別すると、以下のようになる。

(i) フラクタル上の確率過程の漸近挙動の解析

(ii) 複雑な系の上の調和解析の安定性理論の構築

(iii) 具体的なランダムメディアへの応用

劣拡散的な熱伝導を起こす複雑な系を、数学的に厳密に取り扱った最初の論文 [3]は、関
連分野研究者に大きなインパクトを与えた。この仕事に触発され、楠岡氏はフラクタル
上の確率過程のパイオニア的論文である [5]を執筆し、以後今日まで続く (i)の幕を開け
た。一方、フラクタルという「理想的な」空間の上で成り立つ様々な解析的性質が、ど
の程度摂動に対して安定性を持つかという自然な問いに対しても、今世紀になって徐々
に解答が与えられるようになった (ii)。この方面の研究としてここでは [1]を挙げておく。
このような安定性理論の一部は、より複雑度の高いランダムメディアの研究にも生かせ
る事が明らかになり、ランダムメディアの上の（対称な）確率過程の研究に大きく貢献し
ている (iii)。詳細については、例えば [4] を参照して頂きたい。講演では、関連した open
problemもいくつか提示する予定である。

次に、[2]について簡単に述べる。[2]では、２次元の uniform spanning tree (UST)
の上のシンプルランダムウォークについて、その annealed lawが然るべきスケーリング
の下で tightであることを示し、 その（部分列の）スケール極限の性質を調べた。UST
のスケール極限 T は、Schramm (2000)によってその topologicalな性質が詳しく調べら
れたが、我々のランダムウォークのスケール極限は T 上のブラウン運動と言うべきもの
であり、さらにその熱核は上下から

c1t
�df /dw`(t�1)±✓1 exp

(
�c2

✓
dT (x, y)dw

t

◆1/(dw�1)

`(dT (x, y)/t)⌥✓2

)

という評価を持つ事が示された。ここで df = 8/5, dw = 1 + df = 13/5、✓1, ✓2は正の定
数、dT は T 上の測地距離、`(x) = 1 _ log xである。
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Japanese contributions to financial mathematics; a biased survey 

赤堀次郎（立命館大学理工学部） 

 

 

本講演ではまず数理ファイナンス理論の歴史を 1990 年以前と 1990 年以降に分けて

概観し，次に日本における数理ファイナンス理論研究の歴史を振り返る．数理ファイナ

ンス分野でどのようなことが研究されてきたのか，そしてこれからどのようなことが問題と

なるのかについて，世界と日本の状況を対比しつつ，普段は数理ファイナンスと縁の

ない確率論研究者の方々に紹介・報告するような講演としたい． 

 



Non-Markov processes on fractals

服部久美子　（首都大数理）

シェルピンスキー・ガスケットなどのフラクタル上の非マルコフ的確率
過程について，「数学」としての始まりから、最近の話題まで概観する。
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大偏差原理とラプラス法の精密化

千代延　大造 (関西学院大学理工学部数理科学科)

大偏差原理におけるVaradhanの定理は，あるパラメーター (例えば nとする)を含む無限次元

の積分に対して，その対数をとったもののnについての漸近挙動を与える形をとる．すなわち，積

分の nに関する指数オーダーのみを定める定理である．楠岡-田村は 1984年の論文において，あ

る条件下においてこの積分の 1 + o(1)のレベルでの漸近挙動を得る事ができる事を示した．

このような精密評価はさまざまな場面で重要な役割をはたす．この講演では楠岡-田村とその後

の発展を概観し，後半は非平衡統計力学における準安定性問題における期待値の精密評価の問題

について触れる．
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Wiener汎関数の正則性について

会田 茂樹
東北大学 大学院理学研究科 数学専攻

Wiener汎関数 (ここでは F と書こう)は文字通り, 多くの場合, 関数空間であるWiener空間
W で定義された汎関数, 確率変数です. Wiener空間として, 標準ブラウン運動の空間を取れば汎
関数は道の汎関数ということになり, 場の量子論に現れる自由場を取れば, 超関数の空間上の汎関
数を考えることになります. 前者のブラウン運動の汎関数の代表的な例は, 確率積分や確率微分方
程式の解で与えられるものでしょう. これらの確率変数は, その定義から見てもわかるように単な
る可測写像であり, 通常の非線形解析で考えられる微分可能性はおろか連続性すら考えられない
ものです. しかし, 確率微分方程式の係数が滑らかならば解もある種の滑らかさを持つ, すなわち,
Malliavinの意味での微分可能性 (Sobolevの意味での微分可能性) があることは 1970年代後半か
ら認識され研究されて来ました. 他に汎関数 F : W → Rd の

(1) Cameron-Martin部分空間 H 方向に制限された写像 h(∈ H) 7→ F (w + h) ∈ Rd の連続性,
微分可能性

(2) Skeletonと呼ばれる F の H への “制限 F̃ = F |H”, および H 上の関数の W への “確率的
拡張”

などが考えられ, これらは

(a) ガウス測度の非線形変換による絶対連続性の問題 ([6]),
(b) F で定義される領域やレベル集合のある種の “位相的性質”の研究 ([7, 9, 10])
(c) サポート定理 ([16, 2, 5, 14, 15, 17])

などに応用されます. このように私が大学院生ぐらいの時は, 確率微分方程式の解は, 係数が
滑らかならば, 不連続だが, ある種の正則性がある, などの認識があったと思われます. それが, T.
Lyonsの rough path analysis ([11, 4]) の出現によりマルコフ型の確率微分方程式の解も “連続”
な汎関数と捉えられることがわかり, 事態は大きく変わったように思います. 従って, 私が学生の
時とは違い, 今の (学習が進んだ学生だけかもしれませんが)学生の確率微分方程式に対する印象
は大きく違うのではないかと思います. この講演では, 確率微分方程式の解の主に上記の意味での
正則性の研究の一部を rough path analysis 出現以前と以後を対比させながら話をし, 最後に反射
境界条件の確率微分方程式の私の最近の研究についてお話しする予定です.
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対称マルコフ過程におけるディリクレ形式理論

東北大学・理学研究科 竹田　雅好

A. Beurlingと J. Denyがディリクレ形式の概念を導入し, ポテンシャル論
を展開した. このポテンシャル論を用いて福島正俊は, ディリクレ形式から対
称な Hunt過程を構成した. それ以来, ディリクレ形式の理論は対称な Hunt
過程の構成とその解析に有効な道具として発展してきた. ディリクレ空間の
理論は L2-理論であり, すべての出発点に対してHunt過程が構成されるわけ
ではない. ディリクレ空間から容量が定義され, その容量に関して零の除外集
合を許して一意的に構成される. このことはディリクレ形式による構成方法
の弱点であるが, 特異なマルコフ過程の構成を可能にしているという意味で利
点でもある.
ディリクレ形式の理論は, 対称マルコフ過程の解析にも有効である. しか

し, マルコフ過程やその加法汎関数の性質をすべての出発点に関して述べるに
は, 更なる性質をマルコフ過程に仮定することが必要になる. 例えば, 対称マ
ルコフ過程に既約性, 強フェラー性, および “ある種の緊密性”を仮定すること
で, マルコフ半群の増大度に対するLp-独立性が示せる. この事実は, 対称マル
コフ過程の L∞-的性質に関してその必要十分条件を, L2-スペクトラムの下限
の言葉で与えることを可能にする. 実際, 時間変更過程に対して Lp-独立性を
用いることで, Feynman–Kac汎関数の可積分性 (gaugeability)や Schrödinger
作用素の熱核がガウス型評価を持つための必要十分条件などを, L2-スペクト
ラムの下限で与えることができる.
緊密性から導かれる性質として, 一様なDonsker-Varadhan型大偏差原理や

ディリクレ形式に対応する自己共役作用素 Lの ground stateの存在について
言及する. さらに ground stateの存在定理の応用として, Lを主要部に加藤測
度をポテンシャルに持つ Schrödinger型作用素の臨界性理論構築への試みに
ついても話す.
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リーマンゼータ関数と確率論

藤田岳彦

中央大学理工学部経営システム工学科, 〒 112-8551, 東京都文京区春日 1 － 13 － 27,
email:rankstatistics@gmail.com

リーマンゼータ関数と確率論のいくつかの関係について以下の内容を講演する。

• 2つの独立なコーシー確率変数のの積・商分布とリーマンゼータ関数の関係 ([2], [3])

• 2つの独立な逆正弦確率変数の商分布とリーマンゼータ関数の関係（[4] )

• 2つの独立な指数確率変数の商分布とーマンゼータ関数の関係 ([4] )

• 2つの独立なウィグナー確率変数の商分布とバーゼル問題（[4])

• フビニの定理とバーゼル問題 ([4])

• ルジャンドル多項式、チェビシェフ多項式とバーゼル問題 ([4])

• 一般化コーシー確率変数と積・商分布とフルヴィッツゼータ関数の関係 ([3], [5])

• あるブラウン運動汎関数関数分布とリーマンゼータ関数等式の関係 ([1],[6])
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確率と乱数

杉田 洋

大阪大学大学院理学研究科

IT時代の今日，Kolmogorov複雑度のアイデアは “情報の圧縮”という技術に活かされてお
り，その文脈では乱数は “いかなる方法でも圧縮できないデータ”と定義される．しかし，こ
の定義から直接に乱数の性質を調べることは，不可能ではないけれども (e.g., Lynch-Davisson
符号)，非常に困難である．
乱数の性質を調べるための最も素朴な手掛かりは，簡単な数え上げの議論から導かれる次
の事実である；長さが L � 1の {0, 1}-列全体のうち圧倒的多数は乱数である．言い換えれ
ば，長さ L � 1の公平な硬貨投げによって実現される {0, 1}-列 (表 = 1，裏 = 0)が乱数であ
る確率は非常に 1に近い．だから長さ L � 1の公平な硬貨投げに関して，確率が 1に非常
に近い事象の性質を調べれば，乱数の性質がお̇お̇よ̇そ̇分かるのである．そのような性質は
様々な極限定理で記述される．それゆえ，極限定理は確率論の中心的研究対象となっている
のである．
たとえば，m回の公平な硬貨投げの関数 X : {0, 1}m → R の N � 1 個の独立なコピー

Xn : {0, 1}Nm → R，n = 1, . . . ,N，に対して次の {0, 1}Nmの部分集合

A :=
{
ω ∈ {0, 1}Nm

∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣X1(ω) + · · · + XN(ω)
N

− E[X]
∣∣∣∣∣ < ε} , ε > 0

は確率が 1に近い (大数の法則)ので，長さ Nm � 1 の乱数の集合 Bとほとんど一致する．
しかし完全には一致しない．じつはモンテカルロ法においては，この両者のわずかの違い，
詳しくは “A \ B , ∅”こそ重要なのである．実際，Bの元 (乱数)はコンピュータで生成する
ことはできないが，A \ Bの元なら高い確率で生成することができるため (e.g., Random Weyl
sampling [1]による疑似乱数)，それによって E[X]の値を推定できるからである．
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Rolling manifolds

谷口説男 (九州大学基幹教育院）

1. 古い話

M をコンパクトな n次元Riemann様体とする．M 上の Brown運動，すなわち Laplace-
Bertrami作用素の半分 1

2
∆M で生成される拡散過程はRn上のBrown運動に沿ってM を

転がした (rolling M along the Brownian motion!)ときにMに描かれる軌跡として実現さ
れる．もう少し詳しく述べよう．(O(M), π)をM の上の直交枠束とし，{L1, . . . , Ln}を
O(M)上の基本ベクトル場とする．確率微分方程式

drt =
n∑

α=1

Lα(rt) ◦ dBα
t , r0 = r ∈ O(M)

の解を {rrt }t≧0とする．ただし，B = {Bt = (B1
t , . . . , B

n
t )}t≧0はn次元Brown運動であり，

◦は Stratonovich積分を表す．このとき，x ∈M を出発するM 上のBrown運動 {Xx
t }t≧0

はXx
t = π(rrt ) (π(r) = x)により実現される．
さて，Malliavn解析をもちいた部分準楕円性の考察により，1

2
∆Mに付随する熱方程式

の滑らかな基本解 (熱核)の存在が証明できる．また，α1, . . . , αmをM 上のC∞な 1-微分
形式とし，

∫
Xx[0,t]

αi =
∫ t

0
αi
Xx

s
(◦dXx

s ) (i = 1, . . . ,m) をそれらのBrown運動にそう確率線

積分とすれば，もし

(α1
x, [dα]

1
x), . . . , (α

m
x , [dα]

m
x )がT ∗

xM×(Λ2(M)/ ∼x)で線形独立である (∀x ∈M)

が成り立てば，(
∫
Xx[0,t]

α1, . . . ,
∫
Xx[0,t]

αm)の分布関数は滑らかな密度関数を持つ．ただし，

(i) T ∗
xM は x ∈M における余接空間であり，(ii) Λ2(M)はM 上のC∞な 2-微分形式の全

体であり，(iii) ϕ ∼x ψとは ϕ, ψ ∈ Λ2(M)が x ∈ M で無限次の接触をしていることをい
い，[ϕ]xは同値関係∼xに関する同値類を表す．

以上の結果はとても古い ([3])．このような古い話題から始めた理由は講演で説明する．

2. CR多様体

2.1. 強擬凸CR多様体

M を (2n+ 1)-次元CR多様体とする，すなわち，次の条件が満たされるとする;(i) M は
実 (2n+1)-次元の向き付けられたC∞多様体である．(ii)T1,0 ∩T0,1 = {0}をみたす複素化
された接バンドルCTM の複素 n次元部分バンドル T1,0が存在する．ただし，T0,1 = T1,0
である．(iii) T1,0は Frobeniusの条件を満たす: [T1,0, T1,0] ⊂ T1,0．

M 上の実 1-微分形式 θ ̸= 0で，θ(H) = {0} (H := Re(T1,0 ⊕ T0,1)) をみたすものが存
在する．Levi形式 Lθを

Lθ(Z,W ) = −
√
−1 dθ(Z,W ) (Z,W ∈ Γ∞(T1,0))

と定義する．ただし，Γ∞(T1,0)を T1,0へのC∞-切断の全体とする．
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(A) M は強擬凸である，すなわち，Levi形式は正定値である，

と仮定する．このとき，T1,0は計量 Lθをもつエルミートファイバー束となる．

2.2. Kohn-Rossiラプラシアン

M 上の (2n + 1)-微分形式 ψ := θ ∧ (dθ)nと LθがH に誘導する計量のH∗における双対

L∗
θ を用いてC∞

0 (M)および Γ(H∗)の上の L2内積を次で定める:

⟨u, v⟩θ =
∫
M

uv|ψ| (u, v ∈ C∞
0 (M)), ⟨ω, η⟩θ =

∫
M

L∗
θ(ω, η)ψ (ω, η ∈ Γ(H∗).

r0 : T
∗M → H∗, r1 : H

∗ → T ∗
0,1を制限写像とし，db = r0 ◦ d, ∂b = r1 ◦ dbとおく．ただし，

dは外微分である．サブラプラシアン∆bとKohn-Rossiラプラシアン□bを

⟨∆bu, v⟩θ = ⟨dbu, dbv⟩θ, ⟨□bu, v⟩θ = ⟨∂bu, ∂bv⟩θ, v ∈ C∞
0 (M)

と定義する．T をH に横断的な T ⌋dθ = 0，T ⌋θ = 1 をみたす一意的なベクトル場とす
れば，

□b = ∆b +
√
−1nT

が成り立つ．ただし ⌋は内部積を表す．

2.3. Webster接続

{Zα}をT1,0の局所切断，{θ, θα, θα}を{T, Zα, Zα}の双対基底とし，{θ1, . . . , θn}はT ⌋θα =
0 (α = 1, . . . , n)をみたすと仮定する．このとき，次で一意的に定まる 1-微分形式 ωα

β, τβ

が存在する:

dθβ = θα ∧ ωα
β + θ ∧ τβ, ωαβ + ωβα = dgαβ, τα ∧ θα = 0.

ただし，上下に現れた添え字については和をとるという総和に関する Einsteinの便法を
用いており，gαβ = Lθ(Zα, Zβ)，ωαβ = ωα

γgγβ，ωβα = ωβ
δgδα，ωβ

δ = ωβ
δ，τα = gαβτ

βと

する．付随する共変微分はDZα = ωα
β ⊗ Zβ，DZα = ωα

β ⊗ Zβ，DT = 0である．

2.4. 基本ベクトル場

L(T1,0) =
{
r = (x, e) | x ∈M, e : Cn → (T1,0)xは非退化な線形写像

}
,

U(T1,0) =
{
r = (x, e) ∈ L(T1,0) | eは等距離写像

}
とおく．L(T1,0)，U(T1,0)はそれぞれGL(n : C)，U(n)が作用する主束である．

{Zα}を T1,0の局所枠とし，{eα}を Cnの標準基底とする．r = (x, e) ∈ L(T1,0)に対
し，{eβα}を e(eα) = eβαZβ と定義する．(xk)1≤k≤2n+1をM の局所座標とすれば，(xk, eβα)
は L(T1,0)の局所座標である．局所的に

Lα = eβαZβ − Γβ
γδe

γ
εe

δ
α

∂

∂eβε
− Γβ

γδe
γ
εe

δ
α

∂

∂eβε

と定義する．ただし，DZβ(Zγ) = Γα
βγZα，DZβ(Zγ) = Γα

βγ
Zα，e

β
α = eβαとする．このと

き，Lα (α = 1, . . . , n)は L(T1,0)および U(T1,0)上のC∞-ベクトル場となる．
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2.5. CR-Brown運動

{Bt = (B1
t , . . . , B

n
t )}t≧0をCn-値連続マルチンゲールで ⟨Bα, Bβ⟩t = 0，⟨Bα, Bβ⟩t = δαβt

をみたすものとする．{rrt }t≧0を U(T1,0)の SDE

drt = Lα(rt) ◦ dBα
t + Lα(rt) ◦ dBα

t , r0 = r ∈ U(T1,0)

の解とする．{Zα}を T1,0の局所正規直交枠とすると，この SDEは次のようにも書ける: dxt = eβα(t)Zβ(xt) ◦ dBα
t + eβα(t)Zβ(xt) ◦ dBα

t ,

deαβ(t) = −Γα
γδ(xt)e

γ
β(t)e

δ
ε(t) ◦ dBε

t − Γα
γδ
(xt)e

γ
β(t)e

δ
ε(t) ◦ dBε

t .

Qr を {rrt }t≧0 の C([0,∞);U(T1,0))上の分布とし，πを U(T1,0)からM への射影とする．
u ∈ U(n)に対し，r(t, ur, uB) = r(t, r, B)となるので，π(r) = π(r′)ならば，Qr◦π = Qr′◦π
となる．x ∈M に対し，Px = Qr (r ∈ π−1(x))とおく．

−1

2
∆b =

1

2

n∑
α=1

{
LαLα + LαLα

}∣∣∣
C∞(M)

.

が成り立つので，Xt : C([0,∞);M) → M を座標関数とすれば，{({Xt}t≧0, Px), x ∈ M}
が−1

2
∆bを生成作用素とするM 上の拡散過程 (CR-Brown運動)となる．

2.6. 講演では

この拡散過程に対し，以下の話題について紹介する．

(i) 熱核の滑らかさ

(ii) ディリクレ問題

(iii) 熱核 p(t, x, x)の短時間漸近挙動

References

[1] Kusuoka, S. and Stroock, D.W., Applications of the Malliavin calculus, Part II, J. Fac. Sci.
Univ. Tokyo Sect. 1A Math. 32 (1985), 1–76.

[2] Stroock, D.W. and Taniguchi, S., Regular points for the first boundary value problem as-
sociated with degenerate elliptic operators, in “Probability theory and harmonic anlaysis”
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Logもしくは、確率幾何から力学へ

研究集会「確率解析」: 2014/3/20/木/京都大学数理解析研究所 長田博文 (九州大学)

楠岡先生に初めてお目にかかったのは、修士 1年生の時、1981年の大洗の確率論ヤングサマーセミナー
の場です。以来、33年になります。自分の博士論文は「2次元Navier-Stokes方程式に対するカオスの伝播」
ですが、その研究の契機となった、Marchioro-Pulvirentiの論文をご教示して下さったのは楠岡先生です。
この論文は渦度方程式の形の 2次元Navier-Stokes方程式を、N個の渦の粒子系、つまり Log関数（2D

Coulomb ポテンシャル）で歪対称に相互作用する多粒子系の極限として導出したものです。
私はいつも Logの周辺で、空間の情報（幾何的構造）から大局的な時間発展（力学的構造）を如何に引

き出すか、という研究をしてきたと思います。この講演では、表題の Logと確率幾何を鍵に、今までの自
分の研究と、現在および未来の研究計画を語ります。

1981-1985:
(1) homogenizationと Logの微分のトリック:
(2) Nashの方法 (幾何 (Nash不等式)から拡散過程の大局的挙動の導出/エントロピーとモーメントバウン
ド（Logの使用）)
(3) Burgers方程式へのカオスの伝播：Hopf-Cole変換（Log）
(4) 2D Navier-Stokes方程式へのカオスの伝播：N個の渦の方程式 (Logで歪対称に干渉する多粒子系)

1986/3: Spohnのミネソタ IMA研究所での講演/無限次元 Dyson model を知る。

dXi
t = dBi

t +
∞∑
j ̸=i

1

Xi
t −Xj

t

dt (1)

1991-2000:
(1) 反射壁ブラウン運動の homigenization/閉集合値拡散過程の構成 (Dirichlet形式 approach)
(2) 干渉ブラウン運動の tagged粒子問題/干渉ブラウン運動の構成 (Dirichlet形式 approach)

無限次元 Dyson modelの Dirichlet形式による構成/unlabeled diffusion
(3) Ruelle class potentialを持つ干渉ブラウン運動の拡散性–tagged粒子の拡散的スケーリングによる非退
化性 (d ≥ 2)–

以上は、(Rd)N-値ブラウン運動・Poisson点過程に近いクラス、つまり、標準的クラスに対する結果。

2001-現在: Random行列・対数ポテンシャルをもつ干渉ブラウン運動
(1) Dyson model/Airy/Ginibre干渉ブラウン運動 (unlabeled diffusionの構成)

「準 Gibbs測度」の導入
(2) Dyson model/Airy/Ginibre干渉ブラウン運動 (labeled diffusionの構成と SDE表現 (弱解の構成))

点過程の「対数微分」の導入/“consistency”
(3) Dyson model/Airy/Ginibre干渉ブラウン運動 (ISDEの強解の構成と一意性)

Tail定理
martingale問題の一意性/Dirichlet形式の一意性/代数的構成との一致　

(4) Ginibre干渉ブラウン運動の tagged粒子問題と Ginibre点過程の確率幾何
劣拡散性/対数的漸近挙動　
幾何的 rigidity/一般化した DLR方程式/Palm分解と restore density公式

現在-2025
(1) Strict Coulomb系 (平衡分布の構成と確率力学の構成)
(2) Strict Coulomb系の力学的相転移予想
(3) Strict Coulomb系の力学的 rigidity/ランダムクリスタル
(4) 力学的 Strict Coulomb系の低温極限/クリスタルの導出/ケプラー問題

1



講演では、以上の中から、いくつかの話題を撰んで説明する。上で言う Strict Coulomb系とは d次元
Coulombポテンシャルで相互作用する点過程もしくは確率力学系を d次元空間で考えたものを指す。d− 1
次元で考える場合は、単に Coulomb系と呼ぶ。これらは Ruelleクラスのポテンシャルとならず、従来の理
論の外側にあった。

Strict Coulomb干渉ブラウン運動とは、d次元ユークリッド空間内を d次元 CoulombポテンシャルΨd

で相互作用しながら運動する無限個のブラウン運動である。逆温度を β とすると、この確率力学が平行移
動不変なときには、次の無限次元確率微分方程式で記述される [4]。(cd は正定数, c2 = 1)

dXi
t = dBi

t +
β

2
lim
r→∞

∑
j ̸=i, |Xi

t−Xj
t |<r

cd
Xi

t −Xj
t

|Xi
t −Xj

t |d
dt (i ∈ N) (1)

現在、d = 2かつ β = 2の時だけ、この確率力学およびその平衡分布は構成されており、それぞれ「Ginibre
干渉ブラウン運動」、「Ginibre点過程」と呼ばれる。尚、この点過程は、非エルミート Gaussianランダム
行列の固有値の分布の極限である。

Ginibreに於いてすら、従来の Ruelleクラスのポテンシャルをもつ無限粒子系の世界では、決して起こ
らない現象が、数多く見つかっており興味ぶかい。これを一般の逆温度を持つ系まで拡張し、様々な相転移

を示すのは、挑戦的だが、面白い問題だと思われる。

更に、2次元 Coulomb以外の、つまり一般次元の Coulombポテンシャルに対して理論を構築すること
は重要な問題だと、講演者は考える。2次元Coulombポテンシャル（対数関数）は、特別に良い性質を持っ
ており、その結果、random行列・直交多項式・表現論とも関係し、実に豊かな対象となっている。2次元
は特別だが、しかし 2次元だけが特別とは思えない。すべての次元では無理にしても、何処かの次元で 2次
元と匹敵するくらい良い Coulombポテンシャルが存在するはずだと思う。いつかそれを見つけて良い世界
を構築したい。
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確率解析：「やり残したこと」と未来

　　　　　　　　　　楠岡成雄 （東京大学大学院数理科学研究科）

これまでやってきたWiener 汎関数や確率微分方程式の解に関する研究を振り返り、何

が出来て、何ができなかったかということについて述べていく。

内容としては

重複 Wiener 積分

analytic Wiener functional

Ornstein-Uhlenbeck 仮定に基づくMalliavin 解析

Brown 運動に基づくMalliavin 解析

Wiener 汎関数の分布のサポート

スケルトン関数

複素 Wiener 正則汎関数

などについて述べていく。

また、計算ファイナンスについて最後に述べる。
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